VITTORIO EM. III 





biblioteca provinciale 


Num " d ordine 


'nationale 

B. Prov 


NAPOLI 


Digitized by Google 




Digitized by Google 



COURS COMPLET 

D’ALGÈBRE, 


Digitized by Google 



©uurûgfa îm même auteur, 

CONFORMES Aü PROGRAMME DU 30 AOUT 1852. 


EN VENTE : 

COURS COMPLET D’ARITHMÉTIQUE, U' édition 
PRIX : 4 FH. 


sous presse: 

• Pour paraître en Février, 

COURS DE COSMOGRAPHIE. 

* 


Tout exemplaire qui ne sera pas revêtu de la signature de l’auteur sera 
réputé contrefait. 


PARIS. — !M PRIMÉ PAR E. THUNOT ET C*, RUE RAGIXE, 28. 



Digitized by Google 



COURS COMPLET 


D’ALGÈBRE 

ÉLÉMENTAIRE 

A L’USAGE 

DES LYCÉES ET COLLÈGES 

ET DE TOUS LES ÉTABLISSEMENTS D’INSTRUCTION PUBLIQUE , 

Par A. GIJILmiV, 

PROFESSEUR DE MATHÉMATIQUES AU LYCÉE BOYAPARTE ; 

DEUXIÈME ÉDITION 

ENTIÈREMENT CONFORME AU PROGRAMME 

Do 30 août 1832. 



PARIS. 

AUGUSTE DURAND, LIBRAIRE, 

Rue des Grès, 5. * _ 

1853 . 


Digitized by Google 


AV ; 



Digitized by Google 



AVANT-PROPOS. 


La rédaction de ce cours d’algèbre , comme celle de l’arithmé- 
tique, 3* ou 4 e édition, est entièrement nouvelle et conforme au 
programme du 30 août 1852. Tout ce qui est imprimé en caractère 
ordinaire est le développement du cours d’algèbre , classe de se- 
conde , suivant l’ordre officiel du programme. Les élèves qui sui- 
vent ce cours, et, en général, ceux qui étudient l’algèbre pour 
la première fois, feront bien de s’en tenir à cette partie du livre. 
J’y ai ajouté diverses applications et quelques développements 
imprimés en plus petit caractère, à l’usage des élèves du cours 
de révision (4* année , logique scientifique , ou classe de mathé- 
matiques élémentaires). C’est également pour ces derniers que 
j’ai reproduit dans ce volume tout ce qui concerne la règle 4 
calculs et ses usages , qu’on a l’habitnde de leur expliquer dans 
le cours d’algèbre. 

Dans l’algèbre comme dans l’arithmétique, j’ai tâché de sim- 
plifier la théorie en lui conservant toute sa rigueur ; j’ai résolu un 
grand nombre de problèmes, et multiplié les applications , surtout 
celles des équations du second degré. 


A. Guilmin. 
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CHAPITRE PREMIER. 

NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 




1. L’algèbre a pour objet de simplifier et surtout de généraliser 
la résolution des questions sur les nombres. 

Dans celte partie des mathématiques on ne se contente pas de 
résoudre une question proposée sur des nombres donnés; on 
cherche encore la solution générale de toutes les questions du 
même genre. 

Pour cela on étudie les opérations auxquelles on est conduit in- 
dépendamment des valeurs des nombres sur lesquels elles s’exé- 
cutent; on s’attache à trouver le système d’opérations qui , quelles 
que soient ces valeurs, doit conduire le plus simplement à la so- 
lution de la question proposée. 

Les nombres sur lesquels on raisonne devant ainsi rester indé- 
terminés, on les désigne par des lettres, qui sont ordinairement 
celles de notre alphabet, a, b, c,.... (’). 


(') Lorsque dans une question on a représenté des quantités par des lettres 
a, b, c,..., on représente quelquefois des quantités analogues ou correspondantes 
à celles-là par les mêmes lettres chargées d’un ou de plusieurs accents. On 
énonce les lettres chargées d’un accent en y ajoutaut le mot prime, celles qui 
sont chargées de deux accents en y ajoutant le mot seconde ; pour trois accents, 
on ajoute le mot tierce, et ainsi de suite. Par exemple : 

a, a', a' 1 , a" 1 

s’énonceraient a, a prime, a seconde, a tierce. 

t 
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Ne pouvant effectuer les operations qui se présentent, puisqu’on 
n’a pas les valeurs précises des nombres considérés , on se borne 
à indiquer ces opérations. 

2. Pour cela on emploie des signes abréviatifs qui ont été pour 
la plupart indiqués en arithmétique, mais que nous croyons utile 
de reproduire ici. 

Addition. Le signe est -f- 5 il s’énonce plus; a -{-fi, (« plus fi), 
somme des nombres représentés par a et b. 

Soustraction. Le signe est — ; il se prononce moins; a — b, 
lisez a moins b. 

Multiplication, axfi, a. b, ab signifiant également a mul- 
tiplié par b , indiquent le produit du nombre a par le nombre b. 

Il faut bien se rappeler que l’ensemble de deux ou de plus de 
deux lettres juxtaposées sans interposition de signes indique le 
produit des nombres représentés par ces lettres (*). 
a 

Division, a: b, - signifient également a divisé par b. 


Puissance. Une puissance d’un nombre s’indique par un ex- 
posant. 

On appelle exposant un nombre placé à la droite et un peu 
au-dessus d’une lelL/t* pour indiquer combien de fois cette lettre 
entre comme facteur dans l’expression considérée. Ex. : a’, lisez 
a cinq, indique le produit aX«Xaxaxa. 

Un nombre écrit à gauche d’une lettre ou d’une expression al- 
gébrique quelconque sans interposition de signe multiplie cette 
lettre ou cette quantité algébrique, et s’appelle coefficient. 

3 3 

Ex. : 5afi: -a. Les nombres 5 et - sont des cocflicients. 

7 7 

5 

Racines. Va> racine cinquième de a . Gomme on le sait déjà, 

s , 

de a est un nombre qui , élevé à la cinquième puissance , 
reproduit a. Le nombre 5 placé entre les branches du signe IX 
s’appelle l’indice du radical. 


(') Cette troisième manière d’indiquer nn produit n’a pas été employée en 
arithmétique , et ne pouvait l’étre pour deux ou plusieurs facteurs écrits en 
chiffres. Ex. : l’ensemble de chiffres, 57, représentant déjà, d'après une autre 
convention, le nombre cinquante-sept, ne peut représenter le produit 5X7. qui 
a une valeur toute différente. 
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INTRODUCTION. 


Égalité. a = b; lisez a égale b. 

Inégalités, a >6, a plus grand que 6; a <6, a plus petit 
que b. 

L’indication à l’aide des signes précédents d’opérations à effec- 
tuer sur des lettres dont la valeur n’est pas fixée se nomme une 
expression algébrique, ou bien une formule algébrique. 

5. Avant d’aller plus loin* nous allons montrer sur quelques 
exemples les avantages qui résultent de l'emploi des lettres et 
des signes abréviatifs. 

1° Il abrège l’énoncé des propositions générales relatives aux 
nombres. 

Ex. : Ce théorème : Le produit de deux nombres ne change pas 
quand on intervertit l’ordre des facteurs , peut s’indiquer ainsi : 

a. b = b. a. 

La somme de deux nombres ne change pas dans quelque ordre 
qu'on les additionne * 

a+b — b + a. 

Une fraction ne change pas de valeur quand on multiplie ses 
deux termes par un même nombre 

a _ axm 
b bxm ' 

2° A l'aide des lettres et des signes abréviatifs, on indique 
d’une manière nette et concise la suite des opérations qui con- 
duisent à un but déterminé. 

La formule (a + b) 3 = a 3 -f- 3o 5 ô-}-3 a.fc 5 -}-6 3 indique la suite 
des opérations à effectuer sur deux nombres donnés quelconques, 
a, b, pour obtenir le cube de leur somme. 

On jugera de la concision de l’écriture algébrique en comparant 
cette formule à sa traduction en langage ordinaire : 

Le cube de la somme de deux nombres est égal au cube de l’un 
de ces nombres , plus trois fois le produit du carré de ce premier 
nombre par le second , plus trois fois le produit du premier nombre 
multiplié par le carré du second, plus le cube de ce second nombre. 

L’usage des lettres, en abrégeant ainsi l’énoncé des règles gé- 
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h COURS D’ALGÈBRE. 

nérales et des théorèmes , rend ces énoncés plus faciles à 
retenir. 

Il rend souvent plus précise et plus générale la démonstration 
des théorèmes. 

Ex. : Ou’ arrive-t-il à une fraction quand on ajoute un même 
nombre à ses deux termes ? 

Soit ~ la fraction proposée; m le nombre que l’on ajoute à ses 
b 

eux termes ; il faut comparer les deux fractions 

a , a-fm . 
t et T- . -- . 
o b -j- m 

Ces fractions réduites au même dénominateur deviennent 

ab -f- am ab -f- b ni 
6* -} -6m b x -j-bm * 

Il faut comparer les numérateurs ab-\-am, ab-\-bm; à cause 
de la partie commune axb, il n’y a qu’à comparer axm et 
bxm, ou bien a et b. • 

Si b >» a, c’est-à-dire si la fraction donnée est plus petite que 1, 
la seconde fraction est plus grande que la première. Si b<a, 
c’est-à-dire si la première fraction est plus grande que 1 , la se- 
conde fraction est plus petite que la première. 

Ce qui prouve d’une manière tout à fait générale que si l’on 
ajoute un môme nombre aux deux termes d’une fraction, cette 
fraction augmente quand elle est moindre que l’unité, diminue 
dans le cas contraire. 

Problème. La somme de deux nombres est 72, leur différence est 
8; quels sont ces nombres ? 

Si l’on connaissait l’un des nombres donnés , on en déduirait 
l’autre ; cherchons le plus petit nombre. 

Pour désigner l’inconnue , il nous faut dire le plus petit nombre ; 
cette périphrase allonge le discours ou augmente les écritures, et 
cependant on ne peut écrire cette inconnue en nombre ; l’algèbre 
abrège en la désignant par une seule lettre ; nommons-la x. 

Le plus petit nombre étant x et la différence des deux nombres 
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étant 8 , le plus grand est x 4-'8 , et la somme des deux nom- 
bres a:-(-a;-(-8,ou2a;-)-8; mais cette somme est égale ;i 72 ; 

2x +8 = 72. 

Otons 8 de part et d’autre, nous aurons 2x — 72 — 8 = 64 ; 2 

• 64 

fois x valant 64, x = — = 32. 

Le plus petit nombre étant 32, le plus grand est 32 -f 8 ou 40. 

lîn résolvant ce problème sans employer aucune lettre, on ver- 
rait par comparaison combien ce simple emprunt d’une lettre 4 
l’algèbre apporte de netteté et de précision dans la suite du rai- 
sonnement et des calculs. 

Mais si courts que soient ces calculs, ils altèrent tellement les 
nombres donnés , que les résultats 32 et 40 ne conservent pas la 
moindre trace de ces nombres donnés 72 et 8. Si l’on supprimait le 
raisonnement intermédiaire , on ne verrait pas du tout comment 
les résultats se composent avec les données; de sorte que si l’on 
avait à résoudre exactement la même question sur d’autres nom- 
bres donnés que 72 et 8, il faudrait recommencer tout le raison- 
nement et les calculs. 

L’algèbre donne le moyen de résoudre la question généralement, 
une fois pour toutes. Pour cela, elle représente les nombres don- 
nés eux-mêmes par des lettres , de cette manière : 

La somme de deux nombres est a, leur différence est b ; quels sont 
ces nombres? 

Soit x le plus petit nombre ; le plus grand sera x -)- b. 

Somme des deux nombres : x-\-x-\-b = 2x-\-b; mais cette 
somme est d’ailleurs égale 4 a; nous aurons donc 

2 x-\-b — a. 

Retranchant b départ et d’autre, nous trouvons 2 x—a — b-, 
a — b a b 


a b 

Le plus petit nombre x étant égal à - — „ , le plus grand x-\- b 

= ?_t + 6= 2 + i:. 

2 2 “ 2^2 


Digitized by Google 



6 


COURS d’algèbre 


„ , , a b a , b a , b 

Les 2 résultats a; =- — - , ,r =- — b - = - -+- - sont des 

2 2 2 ' 2 2 T 2 

formules qui nous apprennent une fois pour toutes que dans les 

questions du genre de la nôtre, le plus petit nombre s’obtient en 

retranchant la demi-diflërence de la demi-somme, et le plus 

grand en ajoutant la demi-somme à la demi-différence. 

L’algèbre simplifie donc, et surtout permet de généraliser la 
résolution des questions sur les nombres. 

Souvent l’utilité d’une formule s'étend au delà de la question 
générale pour la solution de laquelle elle a été trouvée ; elle sert 
à résoudre autant de problèmes qu’il y a de quantités distinctes 
indiquées dans celte formule. 

Par exemple : En arithmétique , après avoir résolu la question 
des intérêts simples sur des nombres particuliers , nous l’avons 
traitée d’une manière générale en employant des lettres pour dé- 
signer toutes les quantités de cette question dont voici l’énoncé : 
Trouver l’intérôt 1 que produit en t années un capital a, placé à i 
pour 100 par an ; nous avons trouvé cette formule si simple, si 
commode , si facile à retenir : 


ait 

ïôtT’ 


(») 


L’utilité de cette formule ne s’est pas bornée à la solution de la 
question précédente ; remarquant qu’elle exprime entre les qua- 
tre quantités I, a, i, t, une relation nécessaire, indépendante de 
l’hypothèse que l’une de ces quantités serait plutôt inconnue 
qu'une autre, on l’a fait servir successivement à la résolution des 
quatre problèmes principaux concernant les intérêts simples. 

En multipliant les 2 membres de l’égalité (1) par 100, on l’a d’a- 
bord transformée ainsi : 

1001 = ait. (2) 


Puis de celte égalité (2) on déduit facilement les 3 suivantes : 

100 1 . 100 1 100 1 

a — ; i — — ; t = — . 

iX t a. t a.i 

Dont chacune a son utilité spéciale bien évidente. (V. l’Arithmé 
tique pour plus de détails.) 
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4. L’utilité des expressions ou formules algébriques ayant été 
mise en évid ence , nous allons , étudiant plus particulièrement ces 
expressions algébriques, nous occuper des opérations que l’on 
peut avoir à faire sur les nombres ainsi représentés. Complétons 
d’abord les définitions. 

Toute expression algébrique dans laquelle le signe de l’addition 
ou de la soustraction ne lie pas deux quantités au moins , s’appelle 
un monome. Ex. : 5a 3 6*. 

Un ■polynôme est l’assemblage de plusieurs monomes liés entre 
eux par les signes -f- ou — . Ex. : 5 a 3 b- — 3 a*b -f- lac. Les monô- 
mes 5a 5 6*, 3 a-b, lac sont les termes du polynôme. 

Un polynôme composé de deux ou de trois termes reçoit le nom 
de binôme ou de trinôme. 

On donne quelquefois le nom de termes positifs aux termes d’un 
polynôme qui sont précédés du signe +, et de termes négatifs à 
ceux qui sont précédés du signe — . 

Un monome isolé écrit sans signe doit être considéré comme pré- 
cédé du signe -f* 

Il en est de même du premier terme d’un polynôme quand ce 
terme n’est précédé d’aucun signe. 

Une expression algébrique peut renfermer l’indication des six 
opérations: addition, soustraction, multiplication, division, éléva- 
tion aux puissances, extraction des racines. 


1 


Ex. 



5 ah — 3oc 
2a* -j- 3 6c 


Une expression algébrique est rationnelle quand aucune extrac- 
tion de racine n’y est indiquée ; dans le cas contraire, elle est irra- 
tionnelle. 

Une expression rationnelle qui ne renferme l'expression d’au- ‘ 
cune division à effectuer est dite entière ,• dans le cas contraire , elle 
est fractionnaire. 

Ex. : J/a 3 -)- 6* V a-\-h, expression irrationnelle. 

« 3 — 6 * 

’ ex P resnon rationnelle fractionnaire. « 
a 3 — 2ab -f- b 2 , expression entière . 


» 
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Pour indiquer qu’une opération concerne tout un polynôme, 
et non pas seulement un de ses termes, on enferme ordinai- 
rement ce polynôme entre parenthèses ( ) comme il suit : 
(5 a s 6* — 3a*6 -f Ua)\ puis on met le signe indiquant l’opération à 
côté de l’une ou de l’autre parenthèse , à droite ou à gauche , 
exactement comme on le mettrait à droife ou à gauche d’une 
simple lettre à laquelle s’appliquerait la même opération. 

Ex. : Pour indiquer que du monorne 3a*6 on doit soustraire le 
polynôme 5a 3 -\-ha — 7, on écrit 3 a s 6 — {5 a ! + -ia — 7j. Pour 
indiquer la multiplication du binôme 3a s 6 — bc par le trinôme 
ko} — 3ac -f- 2 , on écrit (3a’6 — bc) (6a* — 3ac -(- 2). Pour la di- 
vision , les parenthèses ne sont nécessaires que lorsque l’opéra- 

Sa— 26 


tion est indiquée par deux points : 


, et (3a— 26): (2c— 5d) 


2c — 5d 

indiquent également le quotient de 3a — 26 par 2c — 5 d. 

Élévation aux puissances : (5a ! 6 — hac -)- 8) 3 , — ^T~\ • 

Les parenthèses s’emploient même pour un monome quand la 
notation habituelle, entendue suivant les conventions du n° 2, 
n’indique pas l’opération qu’on a en vue dans toute son étendue 
quant au signe et à toutes les lettres. Ex. : le cube de 5a 3 6 l c 
s’indique ainsi : (5a 3 6*c) 3 . Si l’on écrivait 5a 3 6 s c 3 , sans paren- 
thèses, on indiquerait l’élévation au cube du seul facteur c, tan- 
dis que c’est le produit même 5a 3 6’c qui doit être élevé au cube. 

3. La valeur NUMÉRtpUE d’une expression algébrique quel- 
conqtie est le nombre unique que l’on obtient en remplaçant les 
lettres qui y entrent par des nombres donnés, et effectuant sur ces 
nombres les opérations indiquées par les signes ou notations. 


1 er Ex. : formule ; 


a.i.t 

: Tôô 


„ . 8 32 8 

a = 1250' r ;t = 6 (r -,50;< = 2-f — = ^2 = 3 

1250 X 6,50 X- 1250 x a 5Q x 8 ftSOOO 

T — — = = 150. 

■lüü 100 X 3 300 

150 est ce qu’on inomme la valeur numérique de l’expression algé- 
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VALEURS NUMÉRIQUES DES EXPRESSIONS ALGÉRRIQUES. 9 
fl X t X f . 

brique — — — pour les valeurs ci-dessus données de a, i, t. 

2' Ex. : valeur numérique de 5a’6 3 pour a = 4 , b — 2 

5a’6 s =5X4 ! X2> = 5 x16x8 = 640. 

3' Ex. : pour a— U, 6 = 2, 6 = 3 la valeur numérique de 

5a’6 3 — 3a6c + 2a6 = 5x4’X2 3 — 3x4x2 X 3 + 2 X 
4 X 2 = 640 — 72 +16 = 640 + 16 — 72 = 584. 


6. La valeur numérique d'un polgnome est la différence entre 
la somme de ses termes précédés du signe +, et la somme de ses termes 
précédés du signe — ; {Voir, si l’on veut, la note ci-dessous). (*) 

7. Jusqu’à nouvel ordre nous raisonnerons exclusivement dans 
l’hypothèse que les valeurs attribuées aux lettres sont telles que 
la première de ces deux sommes surpasse la seconde. Nous ne 
considérerons pas non plus de monomes isolés précédés du 
signe — . 

Nous n’aurons de cette manière pour valeurs numériques, soit 
des lettres, soit des expressions algébriques, que des nombres 


(') Les définitions 5 et G de la valeur numérique d’un polynôme sont abso- 
lument équivalentes ; appliquées toutes deux à la meme expression algébrique, 
elles ne peuvent manquer de donner le même nombre. 

En effet, elles ne diffèrent aucunement si on limite le polynôme proposé à 
ses deux premiers termes; cela posé, on démontre très-aisément que si les 
deux définitions appliquées fournissent le même nombre pour un polynôme 
limité à ses n premiers termes , elles fourniront encore le même nombre si l’on 
y considère un terme de plus. Ex. : Un polynôme étant limité à ses six pre- 
miers termes, les deux définitions appliquées ont donné la valeur numé- 
rique 10; le septième terme du polynôme est + 8. r* Définition : dans le calcul 
de la valeur numérique, étant arrivé au septième terme, on dira 10 + 8=18. 
2* Défini lion .pour les six premiers termes, la somme des termes précédés du 
signe + l’emporte de 10; pour les sept premiers termes, cet excès devient 
évidemment 10 + 8=18. 

Supposons que le septième terme soit — 4. 1" Définition: arrivé au septième 
terme, on dira 10 — 4 = G. 2* Définition: quand on ne considère que six termes, 
la somme des termes précédés du signe + surpasse de G celle des termes pré- 
dés du signe — ; quand on en considère 7, le dernier étant — 4 , l’excès de la 
première somme sur la seconde se réduit à 10 — 4 = 6. Ce raisonnement réussit 
dans fous les cas possibles , même quand on s’affranchit de la restriction 
énoncée n” 7. * 
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tels que nous les avons considérés en arithmétique , entiers , frac- 
tionnaires, ou incommensurables. 

îî. La valeur d'un polynôme ne change pas quand on intervertit 
l’ordre de ses termes d’une manière quelconque. 

En effet, il a toujours les mêmes termes précédés du signe + 
et les mêmes termes précédés du signe — . 

Réduction des termes semblables. 

Cette remarque permet souvent de simplifier un polynôme par 
la réduction des termes, semblables. 

9. On nomme termes semblables des monomes qui ne diffèrent 
que par les signes ou les coefficients. Ex. : dans le polynôme 
5a 3 b s c — Sab s + la > b , c — 2a 3 b*c+ 5 ab l , les termes 5a 3 b*c, 7a s b 3 c, 
— 2 a 3 b ! c sont semblables; — 8ab 3 , 5o6 3 sont également sem- 
blables entre eux. 

On peut, comme il suit, remplacer par un terme unique tous 
les termes d’un polynôme semblables entre eux. 

Règle. On fait, d’une part, la somme de tous les coefficients 
de ces termes précédés du signe + , d’une autre part la somme de 
tous les coefficients précédés du signe — ; on retranche la plus 
petite somme de la plus grande ; on donne au reste le signe de la 
plus grande somme obtenue ; puis on écrit « la place de tous les 
termes semblables ainsi considérés un terme semblable à eux , 
ayant pour coefficient le résultat de V opération précédente. 

Ainsi, dans l’exemple cité plus haut, l’ensemble de termes 
semblables, 5a 3 b‘c + 7a 3 b‘c — 2a 3 b*c, se remplace par 10a 3 b*c 
(5 + 7 — 2 = 10); l’autre ensemble, — 8ab s + 5ab 3 , se rem- 
place par — 3ab 3 ; le polynôme proposé composé de cinq termes 
peut être remplacé par l’expression équivalente, mais plus simple, 
10a 3 b 3 c — 3 ab 3 . L’exactitude des opérations précédentes est évi- 
dente ; 11 en est de même dans toutes les réductions de termes 
semblables. 


DES OPÉRATIONS ALGÉBRIQUES. 

10. Une opération sur des expressions algébriques remplace 
celle que l’on ferait sur les valeurs numériques de ces expres- 
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Si on s si ces valeurs étaient connues. L’opération arithmétique au- 
rait pour résultat un nombre unique; l’opération algébrique a 
pour but de trouver une expression algébrique unique, ayant ce 
nombre pour valeur numérique; et cela quelles que soient les 
valeurs numériques attribuées aux lettres qui entrent dans les 
expressions données. 

Une opération étant proposée sur des expressions algébriques, 
on peut d’abord indiquer l’opération à l’aide des signes connus; 
on obtient une expression unique , mais ordinairement trop com- 
plexe; si cette expression ne peut être simplifiée, l’opération 
algébrique est terminée; elle se borne à cette indication; mais 
si cette première expression peut être transformée en une autre 
plus simple, mais équivalente, on exécute cette transformation 
qui est le but principal du calcul algébrique. 

Ex. : additionner Zab et 5 cd ; on écrit 3 ab -f- 5 cd ; cette expres- 
sion ne pouvant être simplifiée, l’addition algébrique se termine 
là. De même si l’on propose de diviser 3 ab par 5 cd, la division 
algébrique consistera dans une simple indication; le quotient 
3 ab 

algébrique est , qui ne peut être simplifié. Si maintenant on 
5 cd 

propose d’additionner 3 ab et 5ab et de retrancher de la somme 
2 ab, on écrira d’abord Zab -f- 5 ab — 2 ab; puis on réduira ce po- 
lynôme à une plus simple expression 8a6 — 2 ab, ou mieux en- 
core , à 6a b , qui est le résultat définitif de l’opération proposée- 

Diviser 15a 9 6’c par Zab. 


15 a 3 6 s c 

Le quotient — — — se réduit à 5 a*bc. 

H Zab 

Remarque. Dans la démonstration générale de chaque règle, 
nous représenterons, pour plus de simplicité dans l’écriture, 
chaque monome par une lettre ayant même valeur numérique 
que lui. 

11. En étudiant le calcul algébrique, on ne doit pas perdre de 
vue que toute expression algébrique , simple ou composée , mo- 
nôme ou polynôme, représente un nombre, lequel peut d’ailleurs 
être entier, fractionnaire ou incommensurable. 

12 . Il résulte de là premièrement que la définition de chaque 
opération est la même en algèbre qu’en arithmétique. 

13 . Secondement que nous pouvons et devons même appliquer 
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aux expressions algébriques tous les principes sur les nombres, dé- 
montrés ou admis comme évidents , à condition que ces principes 
soient reconnus vrais pour les nombres entiers , fractionnaires ou 
incommensurables. 

ADDITION ET SOUSTRACTION. < 

14 . Les règles d’addition et de soustraction algébriques se fon- 
dent sur les principes suivants : 

1° Une somme reste la même dans quelque ordre qu’on ajoute 
ses parties. 

Ex. i a -j- b -j- c -j— d c -j- a — j— d- j— 6. 

2° Pour ajouter à un nombre la somme de plusieurs autres , il 
suffit de lui ajouter successivement chacun d’eux. 

a -}- [b -j- c — |- d -j- c) = u -j- b - j- c -j- d -j- c, 

3° Pour ajouter à un nombre a la différence, b — c, de deux au- 
tres , il suffit de lui ajouter le premier nombre b, et de retrancher 
le second c du résultat : 

i 

a -f- (6 — c) = a -|- b — c. 

4° Pour retrancher d’un nombre la somme de plusieurs autres, 
il suffit de retrancher successivement chacun des nombres qui com- 
posent la somme. 

a— (6 + c-(-d- |-e) = a — b — c — d — e. 

5° Pour retrancher d’un nombre a la différence , b — c, de deux 
autres , il suffit de lui ajouter le second nombre c et de retrancher 
le premier, 6, de la somme : 

a — (6 — c) = a -j- c — b. 

s 

En effet , on ne change pas la différence des deux nombres , a et 
6 — c, en leur ajoutant un même nombre c; ces deux nombres 
devenant ainsi a -f- c et 6 (car 6— c-\-c — b), on retranche b de 
a -j— c, ce qui donne a -|- c—b. 

15 . Addition. La somme de plusieurs moiwmes ou polynômes 
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s’obtient en les écrivant les uns à la suite des autres avec leurs si- 
gnes respectifs. Celte somme étant ainsi représentée par un polynôme 
unique, on y fait la réduction des termes semblables, s’il y a lieu. 

Soit P un monome ou un polynôme auquel on doit ajouter le 
polynôme a — b-j-c — d — e-\-f. 

Ce dernier polynôme peut s’écrire ainsi : 

a-\-c-\-f — b — d — e (n° 8), 

ou bien encore c-f- /■ — (6-fd + e) (n° lù, k°). 

* On doit ajouter au nombre P la différence de deux autres, dont 
chacun est une somme ; d’après 3° la somme demandée est 

P — (œ — j— c —J— ) — (6 -}- d 4- e) = 

P _j_ b — d — e, d’après 2° et 4°. 

On peut dans ce résultat changer l’ordre des termes et l’écrire 
ainsi : 

P + a — b -\-c — d — e-\-f. 

* V, A ** 

C’est le résultat que fournirait la règle d’addition énoncée. 

Ex. : P =m — n-\-p — q -, la somme demandée est 

m — n-\-p — q~\- a — 6 -f* c — d — e-\-f. 

Si l’on doit additionner plus de deux polynômes, on peut ajou- 
ter le second au premier suivant la règle, puis de môme le 3 e 
polynôme à cette somme, et ainsi de suite; ce qui revient exacte- 
ment à appliquer tout de suite la règle ci-dessus à tous les poly- 
nômes. » 

Quand on remarque des termes semblables dans les polynômes 
à additionner, au lieu de les écrire immédiatement les uns à la 
suite des autres comme le prescrit la règle , on trouve plus com- 
mode d’écrire préalablement ces polynômes les uns sous les au- 
tres, en disposant leurs termes de manière que les termes sembla- 
bles entre eux soient placés les uns sous les autres. Considérant 
tous les termes écrits les uns sous les autres comme faisant partie 
d’un même polynôme qui est la somme cherchée , on fait la réduc- 
tion des termes semblables ; on écrit les résultats des diverses ré- 
ductions les uns à la suite des autres , et à' côté on met ceux des 
termes de la somme qui n’ont pas de semblables. 
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1" El. : 

2a’ — 3 a x b -f hac 
5a* -j- Ua*b 
— 3a* — 6a ! b -f- 3ac 

4a s — 5a ! b -)- lac. ■ 


2* E%. î 

5a*b* — 8a*6 — la 
4a 5 6* — 6a’6+15a 
— 2a , b s + 4a*b -j- 6a — 4 

la'b' — 10a*6 + 14a — 4. 


16. Soustraction. Pour soustraire deux quantités algébriques 
l’une de l'autre, on écrit la quantité à soustraire à la suite de 
l'autre en changeant seulement tous les signes de la quantité à sous- 
traire. Le reste ainsi obtenu, on fait la réduction des termes sem- 
blables, s’il y en a. 

Ex. : Soustraire de la quantité P le polynôme 
a — b-\-c — d — e-\-f; 


on aura pour reste P — a-{-b— c-j-d-f-e — f. 

En effet , le polynôme à soustraire peut s’écrire ainsi : 

a-\-c-\-f—b — d — e, ou bien encore a -\-c-\-f — (b-j-d-f-e). 

Appliquant le principe 5°{ n’ 14), on trouve pour reste : 

v / 

P-f(b+d+c)— (a+c + ^)=P-f 6 + i-H — a-c— f{2° et 4°); 

t . 

mais ce dernier polynôme peut s’écrire ainsi : 

, % ' ‘ 4 

P_a_l_6_ c _|_d+e — f . (8). 

C’est le résultat que donnerait la règle de soustraction énoncée. 
Ex. : P = m — n -f -p — q ; on aura pour reste : , 

m—n-\-p — q—a-\-b — c-f-d + e—f.* 

Le reste ainsi obtenu , on fait la réduction des termes sembla- 
bles, s’il y en a. Pour la faire avec plus de commodité, quand on 
remarque , à première vue, des termes semblables dans les poly- 
nômes proposés, on écrit le polynôme à soustraire, dont on change 
tous les signes, sous l’autre polvnome écrit tel qu’il a été donné , 
de manière que les termes semblables entre eux se correspondent; 
puis on les réduit comme dans l’addition , les 2 polynômes étant a 
regardés comme n’en faisant qu’un. ' 

Ex. : Soustraire 5a*b* — 4a*b -f- bac — 3a de 7a ! b -f* 3a 3 6 s 
— 2ac — 8a. * * 
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Appliquant la règle , on aurait pour reste : 

7a 5 6-{-3a 3 &* — 2ac — 8a — 5a 3 6’ -f- Aa 3 è — 5ae-|- 3a, 

dans lequel il y aurait à effectuer la réduction des termes sem- 
blables. Pour plus de commodité, on dispose ainsi l’opération : 

7aV> -f 3a 3 6* — 2ac — 8a. 

ha?b — 5 a 3 6 5 — 5ac + 3a 

Reste lla*6 — 2a 3 6 ! — lac — 5a. 

Nous n’avons pas de règle à donner pour soustraire un monome 
isolé d’une expression algébrique quelconque ; il suffit évidemment 
d écrire ce monome à la suife de l’expression algébrique avec le 
signe — , puis de réduire , s’il y a lieu. 

MULTIPLICATION. 

17 . Principe. Pour multiplier un nombre par un produit effec- 
tué, il suffit de multiplier ce nombre successivement par les divers 
facteurs de ce produit. (Arithm., n° A6.) 

Multiplication des monomes. 

18 . Règle. Pour multiplier deux monomes , on multiplie les 
deux coefficients l'un par l’autre; si une lettre entre dans les deux 
facteurs , on l’écrit au produit avec un exposant égal à la somme 
des exposants qu’elle a dans les deux facteurs ; si une lettre n’entre 
que dans un des facteurs , on l’écrit au produit avec le même expo- 
sant que dans ce facteur. 

Une lettre qui n’a pas d’exposant indiqué est regardée comme 
ayant l’exposant 1 . 

Ex. : Multiplier 5a6*c 5 par 7a ! 6 3 

5a6*c 3 x 7a 5 6 3 = 5a66ccc X l.a.a.bbb. 

On peut rapprocher les facteurs numériques l’un de l’autre, 
puis les facteurs littéraux égaux; ce qui donne : 

5 x1aaabbbbbccc—Z5a 3 bV 
qui est bien le résultat que fournirait la régie énoncée. 
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Évidemment il y a autant de facteurs égaux à a dans le produit 
qu’il’y en a à la fois dans le multiplicande et dans le multiplica- 
teur; chaque nombre de facteurs a étant indiqué par l’exposant, 
on peut dire que l’exposant de a dans le produit est égal à la 
somme des exposants de a dans les deux facteurs; de la règle des 
exposants. 

Multiplication d’un polynôme par un monome. 

19. Principe. Pour multiplier une somme ou une différence 
par un nombre il suffit de multiplier les termes de la somme ou de 
la différence par ce nombre. 

Règle. Pour multiplier un polynôme par un monome, on multi- 
plie chaque terme du polynôme par le monome d’après la règle de 
multiplication des monomes , et on écrit tous ces produits partiels 
les uns à la suite des autres, chacun ayant le signe du terme corres- 
pondant du multiplicande. 

Ex. : Soit proposé de multiplier a-\-b — c — d -j- e par m. 

Nous distinguons trois cas : m peut représenter un nombre en- 
tier, un nombre fractionnaire, un nombre incommensurable. 

1 er cas. Supposons m = lx. 

(a -f b — c — d -f- e) x U est la somme de 4 polynômes égaux à 
a-|-6 — c — d- f- c. 

SL l’on conçoit ces polynômes écrits les uns sous les autres pour 
qu’il soit procédé à la réduction des termes semblables 

. a -j- b — c — d -j* e 

a-)- 6 — c — d-\-e 
a-\-b — c — d-\- e 
a-(-6 — c — d- (-e 


il devient évident que la somme ou produit demandé est 
a X 4 + i> X 4 — cxii — rfxii-fexii; 

Résultat que fournirait l’application de la règle énoncée. 

4 

2' cas. m = -. 

Multiplier a -f- b — c -r- d -f- e par c'est prendre h fois la 
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7 e partie du nombre représenté par ce polynôme ; or la 7' partie 

de a + 6 — c — d -j- e est ^ -J- - — - — - 4--. 

^ 7^777^7 

Celasera rendu évident si on montre que ^ — c - — ~-j- i j 

~ a -f- & — c — d-\-e\ or lâ multiplication de — - — 

7 1 7 7 

d e 1 

7 T 7 P ar ^ rentre dans le premier cas; il faut multiplier chaque^ 

< • 

terme du multiplicande par 7 : mais en multipliant un quotient a - 

par le diviseur 7, on reproduit le dividende a; et ainsi des autres 
termes ; donc 


a b c d , e\ * 

7 + 7 — 7 ~ 7 + X 7 = a -f- 6 — c — d -j- e 


et la septième partie cfe a -f- 6 — c — . d -f e est bien 

a 6 c d e 

7 7 7 7 ' 7’ 

U 

on aura les - de a -f- b — c — d -f- e en multipliant cette septième 
partie par U, ce qui rentre dans le premier cas ; 

a b c d , e\ k b k k li 

7 + 7“7 - 7 + 7j Xa = 0>< 7+ 6X 7 _CX 7~ rfX 7+ eX 7Î 


* . 

tel est le produit de a -(- 6 — c — d -f e par 5. 

Ce résultat est celui que donnerait l’application de la règle 
énoncée. 

3 e cas. m est un nombre incommensurable (Arilh., il” 308). 

Si ou substitue à m des valeurs coniinensurables de plus en plus 
rapprochées m', m', m'",... la règle pourra constamment être 
appliquée si près que le multiplicateur approchera dem; donc, à 
la limite, on aura, le produit en employant lè multiplicateur m 
suivant la règle. » 

2 
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On a donc dans tous les cas possibles : 


(a-j-6 — c — d-j-e)XHi=aXm+&X/« — cxm-rfxm + exwi. 

1 Ex. : Soit ù multiplier 5 a'ô 3 — 'Aa'b- — 10 a’b -(- 7 a par 6 a*/»c s . 

5a'/; 3 — 3a 3 /»" — 10a*t -J- Irt 
6 a-bc’ 

■ ‘ 30a*6 1 e’ — 1 8a B 6V- — 6 Oa'b’-c* 4- û2a ! 6c 2 . 

1 

^ Multiplication d'un monomc par un polynôme. 

20. Règle. On multiplie le monome par chaque terme du poly- 
nôme; on écrit tous les produits partiels les uns à la suite des autres, 
chacun d’eux pyanl le même signe que le terme correspondant du 
multiplicateur. 

Ex. : m X (a -f- /» — c — <Z + e) =mx« + mx6 — m x c — 
ffiXii|mXf. " , 

Démonstration. En effet m(a-\-b — c — d-j-e) = (a-f-6 — c— 
. d-\-e)m=sax m + iX» — cX>« — d xm-f-ex»i=»iXa-{~ 
mX/> — mXc — mxd -f- mxe (Aritli., n° 45). 

Remarque. On peut toujours supposer que le facteur poly- 
nôme n’ait pas de termes semblables entre eux, qu’il soit réduit à 
sa plus simple expression. Cela étant, ou voit facilement que tous 
les produits partiels obtenus sont dissemblables. 

En effet , en introduisant dans deux termes dissemblables 5a 4 /» 3 
et 3 a 3 /;*, par ex.: les mêmes facteurs littéraux a-, b, c-, on ne rend 
pas ces termes semblables. 

Le produit d’un polynôme irréductible par un monomc renferme 
donc autant de termes que le multiplicande. 

Multiplication de deux polynômes. 

21. On propose de multiplier a — b -f- c — d par m — n-f p — q 

Soit A la valeur numérique du multiplicande. Le produit de- 
mandé équivaut à 

AX(m -‘-«4' P — q) — \.m — \.n-\- A .p — A ,q (n° 20). 
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Remplaçant le nombre A par le polynôme équivalent a — 6 -f- 
c — d, on a pour produit 

(a — 6-j-c — d)m— (a — b-\-c — d) n-\-(a — 6-j-c — d)p — 

( fl — 6-f-c — d,q. (1) 

On est donc conduit à multiplier tout le multiplicande successi- 
vement par chacun des termes du multiplicateur. 

Voici le tableau de l’opération que nous expliquons ensuite, 


a — b -(- r — d 

m — n-j-p — q 

am — bm -(- cm — dm — an -j- bn — en -j- dn 
-j- ap — bp -j- cp — dp — aq -\-bq — cq dq 


Démonstration. En effectuant les opérations indiquées ci-des- 
sus (1), on trouve d’abord le premier produit partiel 

a.m — bm-\-cm — dm (n 0 19) 

que l’on écrit, tel qu’il est, au produit général. 

Chacun des termes de ce produit partiel a le même signe que te 
terme correspondant du multiplicande. Or le terme du multipli- 
cateur que l’on vient d'employer a le signe -{-. 

Le second produit partiel (a — 6-f-c — d) n-an — bn-\-cn — dn, 
doit être soustrait du premier produit ; il faut donc changer tous 
ses signes, puis l'écrire ainsi modifié à la suite de ce premier pro- 
duit; c’est ce que nous faisons. Chaque terme de ce second produit 
partiel se trouve donc avoir au produit général un signe contraire 
à celui du terme correspondant du multiplicande. Or le terme 
du multiplicateur que l’on vient d’employer est dans ce polynôme 
précédé du signe — . 

Le troisième produit partiel (a — 6-j-c — d) p — ap — bp-\-cp 
— dp devant être ajouté au résultat dès deux opérations précé- 
dentes s’écrit tel qu’il est au produit général ; chacun de scs termes 
y a le même signe que le terme correspondant du multiplicande. Or 
le multiplicateur que nous venons d’employer est précédé du signe -f . 
Enfin le quatrième produit partiel [a — b -f- c — d) q — aq — bq 
cq ■ — dq devant être soustrait du résultat déjà obtenu, on doit 
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changer tous les signçs pour l’écrire à la suite des trois précé- 
dents ; chacun de scs termes a donc, dans le produit général effectué, 
un signe contraire à celui du terme correspondant du multipli- 
cande. Or le terme du multiplicateur que l'on vient d’employer est 
précédé du signe — . 

En résumant, on trouve la règle suivante : 

Règle. Pour multiplier un polynôme par un polynôme, on 
multiplie successivement tout le multiplicande par chacun des 
termes du multiplicateur , en appliquant la règle n° 18 concernant 
les monômes , et agissant pour les signes de la manière suivante ■■ 
quand le terme multiplicateur est précédé du signe + on donne à 
chacun des produits monomes qu’il fournit le signe du terme cor- 
respondant du multiplicande ; quand le terme multiplicateur est 
précédé du signe — , on donne à chacun des produits monomes qu’il 
fournit un signe contraire à celui du terme cotrespondant du mul- 
tiplicande. 

Cela fait, un additionne tous les produits partiels obtenus , et 
leur somme réduite à la plus simple expression est le produit de- 
mandé des deux polynômes proposes. 

Ou énonce habituellement d'une autre manière la partie de 
cette règle qui concerne les signes. 

On peut faire les observations suivantes : 

Un terme du multiplicande peut avoir le signe -f- ou — ; si on 
le multiplie par un terme précédé du signe le produit inonome 
obtenu aura , d’après ce qui précède, le même signe -f- ou — 
que le terme du multiplicande; ce que l’on énonce d’une manière 
abrégée comme il suit : 

multiplié par -f- donne 

par -f- donne — 

2° Un terme du multiplicande ayant le signe -}-■ ou — , si on 
le multiplie par un terme précédé du signe — , le produit monome 
aura , d’après ce qui précède, le signe contraire il celui du multi- 
plicande , c’est-à-dire le signe — ou -f- ; ce qu'on énonce en 
abrégé, comme il suit : 

-f- multiplié par — donne — 

— par — donne -j-. 
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Voici d’après celà l'énoncé le plus habituel de la règle de multi- 
plication. 

22 . Règle. Pour multiplier un pohjnome par un polynôme, on 
multiplie successivement tout le multiplicande par chacun des 
termes du multiplicateur, en appliquant la règle concernant les 
monomes et se conformant à ce qui suit pour les signes des divers 
termes du produit: 

+ multiplié par -f- donne 4-; — par + donne — ; -f- par — 
donne — ; — par — donne -)- (*,'• Puis on additionne. 

23 . Application. On propose de multiplier 

5a 4 6 3 — 7 a 3 fi 3 — 2a’6-j-6« par Ua’ i b , — Za î b — 9a -j- U. 

Pour plus de commodité dans la réduction des termes sembla- 
bles, on écrit autant que possible ces termes - les uns sous les au- 
tres, et on dispose habituellement l’opération comme il suit : 

5a*6 s — 7a 3 6 3 — 2 a 5 6 + 6 a 
ha s 6’— 3 a'b —9 a + li 
20a 7 6 s -28a e 6 4 - 8a s 6 3 +2Aa 4 6 3 

— 15a 6 6 4 +2la ! 6 3 + 6a 1 6 î -18a 3 6 

— /i5a 3 6 3 +63a 4 6 5 +18a 3 & - 5 An 3 

-f20a 4 6 3 — 28a 3 A 3 — 8 a'b +2 ha 

.fmpimé.j 20a 7 6 3 -43a 6 6 4 -32a 3 6 3 +20a 4 6 , +93a 4 6*-28a 3 6 , -8a ! 6-5Aa î +2Aa 

Le premier produit partiel s’obtient en multipliant tout le mul- 
tiplicande, terme à terme, parùa 3 fc*; on s’énonce ainsi : + par 4- 
donne -j-; 5a*6 3 xAa 3 6*=20a 7 6*; — par -}- donne — ; 7 a 3 6 s xAa 3 6 2 
donne 28a (, A 4 ; on écrit — 2Sa c /( 4 ; et ainsi de suite; le deuxième 
produit partiel s’obtient de môme en multipliant tout le multipli- 
cande par le second terme du multiplicateur; mais, cette fois, le 
terme employé du multiplicateur étant dans celui-ci précédé du 
signe —, chaque terme de ce deuxième produit partiel a un signe 
contraire îi celui du terme correspondant du multiplicande. On 
s’énonce ainsi : -J-par — donne — ; 5a'6 3 X3a ï A = 15a 6 6 4 ; on 


(1) Ou bien , on dit encore quelquefois : Quand les 2 monomes multipliés ont 
le même signe, leur produit a le signe + ; quand ces deux monomes ont des 

signes contraires, leur produit a le signe — . 
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écrit — 15« 6 6‘, etc... On a terminé en additionnant les quatre pro- 
duits partiels. 

24. Dans l’opération précédente nous avons ordonné le multi- 
plicande, le multiplicateur et le produit par rapport à une même 
lettre a. Cela est plus régulier et plus commode. 

Ordonner un polynôme par rapport à une lettre a , c’est dis- 
poser les termes dans un ordre tel que les exposants de cette 
lettre aillent eu diminuant ou en augmentant. Dans le premier cas 
le polynôme est dit ordonné par rapport aux puissances décrois- 
santes de a qui s’appelle la lettre ordonnatrice. Dans le deuxième 
cas le polvnome est dit ordonné par rapport aux puissances crois- 
santes de la lettre ordonnatrice. 

En jetant les yeux sur les deux facteurs de l’opération précé- 
dente et sur le produit , on verra que chacun de ces polynômes est 
ordonné par rapport aux puissances décroissantes de la lettre a. 

5 a*6 3 — 7 a 3 6 s — 2a~b -f- G« 
àa 3 fc s — 3 a*b — 9a U 


Ils se trouvent aussi , par hasard, ordonnés par rapport aux 
puissances décroissantes de la deuxième lettre b ; nous n’avons 
cherché qu’à les ordonner par rapport à a. 

Les facteurs étant ainsi ordonnés par rapport à une lettre, on 
fait plus aisément la remarque suivante, importante pour la di- 
vision de deux polynômes. 

25. Théorème. Les [acteurs d'une multiplication étant ordonnés 
tous deux par rapport aux puissances décroissantes ou aux puis- 
sances croissantes d’une même lettre , le premier terme du produit 
ordonné de la même manière que ses fadeurs est toujours , sans ré- 
duction, le produit du premier terme du multiplicande par le pre- 
mier terme du multiplicateur. 

Le dernier terme du produit est sans réduction aucune le produit 
du dernier terme du multiplicande par le dernier terme du multi- 
plicateur. 

En effet prenons pour exemple la multiplication précédente : 

5a 4 i 3 — la^lr — 2a i b -)- 6a 
h a* b* — 3« 2 fi — 9rt -f- b 
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L’exposaut de a dans le premier produit monome 5 a*6*xft«*6* 
est la somme h + 3 des plus forts exposants de a dans le multi- 
plicande et le multiplicateur. L’exposant dccette lettre dans chacun 
des autres produits monomes est la somme de deux exposants 
dont un au moins est inférieur à U ou 3, l’autre n'étant pas supé- 
rieur à 3 ou U. I/expo’sant de a est donc moindre que h 3 ou 7 
partout ailleurs que dans le premier produit monome 5aV/*x 
ha'b* — 2üa~b*. Ce terme ne doit donc pas avoir de semblable 
parmi tous les termes du produit général, qt doit se trouver écrit, 
sans Réduction . en tète du produit ordonné , après l’application 
complète de In règle. 

On démontre de même que le produit 6 axU ne se réduit avec 
aucun autre terme , et s’écrit à la fin du produit ordonné. 

20. Coroffxire. Le produit de deux polynômes, ou bien, d'un 
polynôme par un monome a toujours au moins deux termes, 
quelles qu’aient été les réductions de termes semblables. 

11 est facile de voir d’ailleurs que le maximum du nombre des 
termes d’un produit est le nombre des termes du multiplicande 
multiplié par le nombre des termes du multiplicateur. 

27 . S’il y a dans un facteur plusieurs termes renfermant la 
lettre ordonnatrice avec le même exposant, on ordonne ces ter- 
mes entre eux par rapport ît une autre lettre. Ou mot ordinaire- 
ment la puissance commune en facteur commun, en écrivant l’en- 
semble de ces termes de l’une des manières suivantes : 


— 1 b' I a 3 . 


-j-M 3 
-}-3 b* 


Cela fait , on considère la quantité écrite entre parenthèses ou 
bien en colonne verticale , à gauche de la barre , comme un simple 
coefficient, de sorte que l’ensemble ci-dessus est considéré comme 
un seul terme Mo 9 ; la même disposition ayant lieu pour les deux 
facteurs de la multiplication , on est dans le cas ordinaire , et on 
applique la règle générale. « 

Ou obtient ainsi au produit des termes de la forme Ma 9 X M’a*= 
MxM'. a"; seulement le produit MxJl' s’obtient en multipliantle 
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polynôme .11 par M'; le produit obtenu, on l’écrit entre paren- 
thèses ou en colonne, en mettant a* à droite, et en haut de la 
barre , comme plus haut a 5 (*). 

Voici un exemple : 


Multiplicande. . . — 26* 

a 5 —36* 

a* + 66 

a 3 

-j -66» 

• +56 

— 3 


+ 36* 




Multipjicateur. . . 26* 

a » — 66» 

fl’ "+ 3i 

à 

. — 56 

— 7 b 3 

— 1 



Produit par 26’ 
— 56 

o» 

— 66» 
+186» 
— 166» 
—156» 

a 9 — 66» 
+256» 
—256’ 

a 7 +146» 
— 366’ 
+156 

a* 


Produit par — hb 1 
+76’ 

a* 

86 7 

— 26» 
—606» 
—216» 

a 7 +126» 
+ 6* 
—356» 

a 6 — 266» 
—306» 
+216’ 

a* 


Produit par 3b 
—1 

a 


— 66» 
+166» 
+ 56» 
— 36* 

a» — 96» 
+186’ 
— 56 

a» +186* 
—156 
+ 3 

a» 

Produit total sim- 
plifié. 

— 66» 
+186 5 
— 166» 
— 156’ 

f 

a*+ 86 7 
— 26» 
—606» 
—276» 
+256 3 
— 256’ 

a 7 + 66» 
+156* 
—126» 
—396* 
+156 

o»— 266»! 
—396»! 
+396’ 
- 56 

a»+186* 
— 156 
+ 3 

a* • 


Nous n’avons pas écrit les multiplications partielles qui s’effec- 
tuent à part; ce sont des multipiications ordinaires, comme 
celles-ci : 


% 

(*) Pour justiüer cette méthode , on conçoit chaque multiplicateur ou coeffi- 
cient polynôme , — 2b‘ + 4b 3 4- 3b* = M , remplacé par sa valeur numérique m, 
ce qui est permis. Alors, au lieu de Ma 5 , il n’y aura qu’un terme mnnome ma 5 ; 
de même au lieu de M‘a 3 au multiplicateur, il y aura m'a 3 . On rentre ainsi 
dans le cas- ordinaire; 1^ produit contiendra le terme m X m'a 8 . Remplaçant 
alors m X »* par l’expression algébrique équivalente M X M', on obtient le 
résultat indiqué dans le texte. 
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— 26»-)-66 3 -!~36 s — 3fo a +5fe 

26*— 56 26* — 56 

_ /,6 8 + 86 5 -f6 6 l — 66 4 -j-106 3 

--f- 106 3 — 206* — 156 3 -}- 1 56 3 — 256* 

-66 e -fl86 5 -U6‘-156 3 — 66 4 +256 3 — 256 s 

On a ici à effectuer, en outre de ces deux premières multiplica- 
tions partielles, les suivantes : 

(66—3) (26* — 56) , (— 26‘-f46’-f-36 ! ) X (—66* — 76*), 
(-36 ! +56) ( — 66 3 — 76*}, (66—3) (— 46 3 — 76*), 

(— 26*-f66 9 +36 ! ) (36-1), etc. 

Remarques diverses. 

20 . On appelle degré d’un monome entier la somme des expo- 
sants des lettres qui y entrent. Ex. : 5a 3 6‘c est du huitième degré. 

Le degré d’un polynôme entier, par rapport à des lettres qui y 
entrent , est le degré le plus élevé parmi ceux de ses termes. Ex. : 
5o‘6 — 7a6 3 c* + 8a6 5 c 2 — kab est du huitième degré par rapport 
aux lettres a, 6, c. 

On considère aussi le degré par rapport d une seule lettre. 

Le degré d’un monome entier par rapport à une lettre est l’ex- 
posant de celle lettre dans ce monome •, 5a6x 3 est du troisième de- 
gré enx. 

Le degré d’un polynôme entier par rapport à une lettre est le plus 
haut exposant dont cette lettre est affectée dans le polynôme. Le 
polynôme ci-dessus est du quatrième degré par rapport d a. 

Un polynôme est homogène quand tous ses termes sont du même 
degré; dans ce cas, le degré du polynôme est évidemment le 
degré de chacun de ses termes. 

29 . Le degré du produit de deux monome s est évidemment égal 
à la somme des degrés de ses facteurs. Ex. : 5a 3 6' ! X 3a 7 6 = 15a 1# 6 3 . 

Si les deux facteurs d'un produit sont homogènes , le produit 
est homogène ; le degré du produit est la somme des degrés des deux 
facteurs. 

Si , par exemple, le multiplicande est du degré 5 et le multi- 
plicateur du degré 3, le produit sefa homogène et du huitième 
degré. * 

Eu effet . chaque terme monome du produit général , avant la 
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réduction des leruies semblables , est le produit d’un terme du 
cinquième degré par un terme du troisième degré; il est du hui- , 
licnic degré; la réduction des termes semblables ne modiiie pas 
les exposants. 

Voici un exemple 

5fl 4 6— 3a 3 £» ? -j- 2a s 6 3 — 7 ah' 

à multiplier par ha 3 — 5a t h -f-7a £>’— 2Ü> S . 

50. Voici quelques exemples de multiplication utiles à re- 
marquer : 

1" (a-j-b) (a — f- 6) ou (a fc)* = «* —J— — |— /j’ ; 

2° (« — b) { a — b) ou (a — b)* = a ! — 'lab -f- b 2 ; 

3» (a + b) (a — b) =« 2 — b-. 

a cl b pouvant représenter des quantités quelconques , les résul- 
tats précédents ont la plus grande généralité ; ce sont des formules 
qui démontrent les théorèmes suivants : 

1" Le carré de la somme de deux quantités est égal au carré de 
la première quantité, plus deux fois le produit de la première quan- 
tité par la seconde, plus le carré de la seconde. 

2“ Le carré de la différence de deux quantités est égal au carré 
delà première quantité , moins deux fois le produit de la première 
par la seconde , plus le rarré de la seconde. 

3° Le produit de la somme de deux quantités par leur différence 
est égal à la différence des carrés de ces quantités ; de sorte que la 
différence des carrés et ce produit peuvent toujours se rempla- 
cer mutuellement. 

Exemples : 

l‘> (3 a'b'c 4- 5 a*bc*)* — 9a*b*c* + 30a'6*c* -f 25 o‘6V. 

2° (5 a 3 b — 'lac) - = 25a'7r — 20«‘/>e -f UaV. 

( (5 u 3 b -j- 2«r) (5a 3 6 — 2ac) = 25a G 6 ! — /mV, 

' i( — 5n 3 ô-}-2ac) (— 5a 3 » — 2ac) = 25a c 6 ! — haïe*.. 

Remarque. Quand on applique le troisième théorème (a -f- b) 

(a — b) = a s - b s , le premier carré, celui qui a le signe -f- dans 
la différence des carrés est celui de la quantité qui a le même signe 
dans les deux facteurs. 
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DIVISION. 

31 . Le but de la division est le môme qu’en arithmétique. On 
donne un produit de deux facteurs, nommé dividende , l’un de 
ses facteurs, nommé diviseur ; on propose de trouver l’autre fac- 
teur, nommé quotient. 

Nous ne nous occuperons actuellement que de la division de 
deux expressions algébriques entières. 

Dans la division de ces expressions il peut se présenter deux cas: 

1° Le dividende est le produit du diviseur par une expression 
algébrique entière que la division fait connaître. 

On dit alors que la division se fait exactement , que le dividende 
est divisible par le diviseur, est un multiple du diviseur. 

2" Le dividende n’est pas le produit du diviseur par une expres- 
sion algébrique entière. 

Nous raisonnerons d’abord comme si le premier cas avait lieu, 
afin de pouvoir nous appuyer simplement sur la multiplication 
des expressions algébriques entières que nous venons d’étudier. 
Nous chercherons ensuite comment se manifeste le deuxième 
cas, et nous dirons quelle utilité on peut encore tirer alors des 
procédés de la division algébrique. 

32. Division de deux monomes. Il résulte du n° 27, que le quo- 
tient est un monome. 

Soit par exemple : à diviser 12 a*6V par 3 «6*. 

Nous supposerons que la division doit se faire exactement. 

Coefficient. Le coeilicient du dividende est le produit du coeffi- 
cient du diviseur par celui du quotient (n° 18). Connaissant un pro- 
duit, 12, de deux facteurs et un de ses facteurs 3, on aura l’autre 
facteur, le coefficient du quotient, en divisant 12 par 3 ; 12 : 3 = h. 

Exposant. L’exposant d’une lettre a dans le dividende est la 
somme des exposants qui affectent celte lettre dans le diviseur et le 
quotient (n’18). Connaissant une somme U et l’une de ses parties 1, 
on aura l'autre partie, l’exposant du quotient, en retranchant 1 
de h ; k — 1 = 3. Ou écrit a 3 au quotient. 

Même raisonnement pour b; 3 — 2 = 1. Nous écrirons b au 
quotient. 

Quant à c, lettre qui n’entre pas au diviseur, nous ne diininuc- 
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rons pas son exposant, et nous écrirons c ! au quotient. En effet, 
la lettre c doit évidemment entrer au quotient; cette lettre n’en- 
trant que dans l’un des facteurs doit avoir le même exposant dans 
ce facteur que dans le produit (règle du n° 18). Le quotient de 
12 a 4 6V par 3 ab'- est donc en définitive h a*bc*. 

Nous sommes conduits à cette règle : 

55. Règle. Pour diviser un monome par un monome, divisez 
le coefficient du dividende par le coefficient du diviseur. Écrivez 
ensuite à droite de ce quotient numérique chaque lettre du divi- 
dende, affectée d'un exposant égal à l'excès de son exposant dans 
le dividende sur son exposant dans le diviseur. 

D’après cela, si une lettre entre au dividende sans entrer au 
diviseur, on doit l’écrire au quotient avec le même exposant qu'au 
dividende. 

Nous pourrions ajouter : 

Si une lettre a le même exposant dans le dividende et le diviseur, 
ne l’écrivez pas au quotient. 

Ex. : 12 o‘6 s c’rf s : 3 ai'd* = tia 8 6c*. (1) 

En effet, si d entrait au quotient, l'exposant de cette lettre dans 
le dividende serait plus fort que l’exposant 3 qu’elle a dans le di- 
viseur. 

54. Tout ce que nous venons de dire est vrai et applicable 
toutes les fois que le quotient doit être entier. Lors donc que la 
règle ne peut être appliquée, en tout ou en partie, c’est qu’il 
n’existe pas de quotient entier. 

Le quotient de deux monomes n’est donc pas entier .• 

Quand le coefficient du dividende n’est pas exactement divisible 
par le coefficient du diviseur. 

Quand l’exposant d’une lettre au diviseur est plus grand que 
son exposant dans le dividende. 

Quand il y a au diviseur une lettre qui n’entre pas dans le 
dividende. 

Il suffit d’une seule de ces circonstances pour qu’il n’existe pas 
de quotient entier. 

Le quotient est alors une fraction algébrique. ( V . au n° è9.) 

5o. Exposant zéro. Nous avons dit tout à l’heure : si une lettre 
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a le même exposant dans le dividende et dans le diviseur, ne l’é- 
crivez pas au quotient. 11 arrive quelquefois qu’on conserve celte 
lettre parmi les facteurs littéraux du quotient, mais en lui don- 
nant pour exposant zéro. Ex. : 

12 a'&Vd 3 : B o6 ! d 3 = U a^bcH" (2) 

» 

De cette manière on conserve dans le résultat de l’opération 
la trace de la lettre d qui existait dans les données , et on le fait 
sans inconvénient moyennant la convention suivante : 

Une lettre quelconque affectée de l’exposant zéro a pour valeur 
numérique 1 ; Ex.: d°= 1. 

D’après cela k a 3 bc i d a = k a 5 bc *, et les égalités (t) et (2) s’ac- 
cordent parfaitement. 

Désirant conserver la trace de la lettre d , on est conduit à la 
notation et à la convention précédente en appliquant jusqu’au 
bout la règle du n° 32 , en ce qui concerne les. exposants. : 

12a*6 3 c 5 d 3 : 3 ab 2 d* — tia i_1 6 5-3 c*rf 3-3 ; 

* * 

3 — 3 = 0 ; de là l’exposant zéro. Quant à la convention rf° = 1, 

d s 

elle est naturellement amenée par cette égalité évidente — = 1 , 

d 3 

mise à côté de cette égalité de convention : — = d°. 


Division de deux ■polynômes. 

Supposant le quotient entier, on s’appuie sur ce principe 
démontré n" 25 : Les deux facteurs d’un produit étant ordonnés 
par rapport à une même lettre, le premier terme du produit or- 
donné de la même manière que ses deux facteurs est toujours, sans 
réduction, le produit du premier .terme du multiplicande par le 
premier terme du multiplicateur ; le signe de ce premier terme du 
produit se déduit des signes de ses deux facteurs monomes par ap- 
plication de la règle de multiplication de deux polynômes (22). 

Cela posé , soit à diviser un polynôme par un autre polynôme. 
Nous pouvons ordonner ces polynômes par rapport aux puissan- 
ces décroissantes d’une même lettre, et concevoir le quotient or- 
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donné de la même manière. Cela fait, le dividende étant un pro- 
duit dont le diviseur et le quotient sont les deux facteurs, le pre- 
mier terme du dividende est, d'après le principe que nous venons 
de rappeler, le produit du premier terme du diviseur par le pre- 
mier terme du quotient; nous obtiendrons donc le premier terme 
du quotient en divisant le premier terme du dividende par le 
premier terme du diviseur, suivant la règle indiquée pour la divi- 
sion de deux monomes. Le signe de ce premier terme du quotient 
se déduit des signes du iuonome dividende et du monomc diviseur 
par application de la règle pratique suivante : 

+ divisé par -(-donne ■*(-;■ — par -}- donne — 

+ par — donne — ; — par — donne -{-. 

Celte règle est la môme que pour la multiplication; elle se dé- 
duit facilement du principe fondamental ci-dessus. (V. la note ci- 
dessous.) (*) 

Le 1 er terme du quotient ainsi obtenu, on observe que le divi- 


(■) l'on r trouver la règle des signes dans la division , on se fonde sur la pro- 
position indiquée dans la note qui est nu lias de la page 21. Cette proposition 
a sa réciproque que voici : 1* si le produit de deux termes a le signe 4 , ses 
deux facteurs ont le même signe ; en ciTcl , si ces facteurs avalent des signes 
contraires, le produit aurait le signe — . 2° Si le produit de deux monomes a 
le signe — , ses deux faeteurs ont des signes contraires; autrement, etc. 

Cela posé, on considère dans la division les divers cas qui peuvent se pré- 
senter; nous les réunissons dans le tableau suivant: 


Dividende. 

Diviseur. 

Quotient. 

+ 

+ 

+ 

— 

+ 

— 

+ 

— 

— 

— 

— 

4 


1 " Cas. + divisé par +. Le dividende ( produit ) ayant le signe +, ses deux 
facteurs doivent avoir le même signe; l’un d’eux, déjà cônnu , le diviseur, a 
le signe -f, donc l’autre, c’est-à-dire , le quotient, doit avoir le signe -4 ; 
4- divisé par + donne 4- 

2* Cas. — par +. Le dividende ( produit) a le signe — ; ses deux facteurs 
doivent avoir des signes contraires ; l’un d'eux déjà connu , le diviseur, a le 
signe 4-; l’autre, c’est-à-dire, le quotient, aura donc le signe — ; — par 4- 
donne — ; on continuerait de la même manière, pour les deux autres cas, ia 
vérification de ia règle, que nous avons donnée. 
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dende est la somme des produits partiels du diviseur multiplié suc- 
cessivement par les différents termes du quotient (1 er , 2“, 3 e , 4 e ... 
termes) ; si on soustrait de ce dividende le produit du diviseur 
par le premier terme actuellement connu du quotient , en ayant 
égard à son signe , (règle du u" 22), le reste sera le produit du divi- 
' seur par le polynôme formé des 2 e , 3°, 4 e ... termes du quotient. 

Cette soustraction faite , le premier terme du reste ordonné est, 
d’après*le même principe ci-dessus rappelé, le produit du 1 er terme 
du diviseur par le 2’ terqje du quotient ; donc en divisant le pre- 
mier terme du reste par le premier terme du diviseur (règle des 
monomes, n° 31), on obtiendra le second terme du quotient; le 
signe de ce deuxième terme se déduisant de ceux des monomes 

N 

divisés par application de la règle ci-dessus énoncée. En multi- 
f pliant ensuite l£ diviseur par ce'second terme, suivant. Iturègta du ' *• 
n° 22 , on obtiendra pour second reste le produit du diviseur par 
l’ensemble des 3 e , 4”.. . termes du quotient. Raisonnantsur ce reste 
comme sur le dividende proposé et sur le premier reste, on est 
conduit à diviser son premier ternie par le 1 er terme du diviseur ; 
ce qui donne le 3 e terme du quotient; ainsi de suite. On voit assez 
la marche à suivre pour trouver les termes successifs du quotient 
.de deux polynômes donnés. « 

Néanmoins , nous croyons bien faire en formulant la règle prati- 
que dégagée de tout raisonnement. 

57. Règle. Pour diviser deux polynômes l'un par l’autre , 
on les ordonne d’abord par rapport aux puissances décroissantes 
d’une même lettre; cela fait , on divise le 1 er terme du dividende 
par le 1 er terme du diviseur (règle du n° 31), ce qui donne le pre- 
mier terme du quotient; le signe de ce premier terme se déduit des 
signes des monomes divisés par application de la règle suivante : 

-f- divisé par -f- donne -f-; — par -f- donne — ; -f- par — donne 
— ; — par — donne +. On multiplie le diviseur par ce 1 er 
terme du quotient en appliquant la règle du ( n° 22 ) ; on retranche 
le produit du dividende; on divise le I e '' terme du reste par le 1 er 
terme du diviseur ; le quotient ainsi obtenu est le second terme du 
quotient; le signe de ce second terme se déduit des signes des deux 
monomes divisés par application de la règle ci-dessus. On multiplie 
tout le diviseur par ce 2' terme du quotient ( règle du n" 22); on 
retranche le produit du premier reste obtenu. On divise le premier 
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terme de ce nouveau reste par le 1" terme du diviseur ; on a ainsi 
le 3' terme du quotient. On opère avec ce terme comme avec les 
deux autres. On continue la même série d'operations tant que le 
1 er terme du reste obtenu est exactement divisible par le 1 er terme 
du diviseur, jusqu’à ce qu’on ait un reste nul, ou bien qu’on soit 
conduit à écrire au quotient un terme renfermant la lettre ordonna- 
trice avec un exposant moindre que la différence entre les plus-faibles 
exposants de cette lettre au dividende et au diviseur. 

555. Tour appliquer notre règle , nous^iviserons le produit du 
n° 23 par un de ses facteurs , le multiplicande. 

Connue il est facile d’ordonner des polynômes donnés, nous 
poserons notre division en écrivant nos deux polynômes tout or- 
donnés. 

*3 • « L, ? / * y % v 4 f 

20a 7 fc 5 -ù3a e f/-32a'^93ff‘b > +20a l 6 3 -28a , 6 ! -5/4a ! -8a ! <»+2tia 
+28o p 6‘+8a 8 6 , -2fia'6 i 


y. % 


1 er reste. - 15« c /»‘-2/ia s /» 3 +69a 4 /» ! +2üa 4 // 3 -28a 3 6 2 -5/ia 5 -8a ? /(+2Zia 
-2 1 « 5 fe 3 -6« 4 /f ! +18a 3 /> * 


5crb*-lePb*-2a*b-\-6a 


4<i 3 6 8 -3a ! /;-9a+4 


2 e reste. -45a s 6 , +63a 4 6 3 +2üa‘fc 3 -28a 8 6 , +18a > 6-5/ia , -8a*6+2/m 
-63 a 4 /; 2 -18^I 8 /^+5/^a , 


3 e reste. 


+20a 4 6 3 -28a 3 /r 
+28 a 3 b* 


-8a 5 6+2/i« 

+8a*6-24a 


h c reste. 


L’application de la règle se suit facilement sur cet exemple. On 
divise 20a 7 6 5 par âu 1 /* 3 , ce qui donne ùa 3 t s pour premier terme du 
quotient. On multiplie ensuite tout le diviseur paria 3 /» 1 ; pour re- 
trancher ce produit du dividende, on change le signe de chaque 
termp à mesure qu’on l’obtient, et on l’écrit sous le dividende, en 
faisant correspondre autant que possible les termes semblables ; 
on achève ensuite d’évaluer la somme algébrique du dividende 
et du polynôme écrit au dessous. Cela fait, la soustraction est 
terminée, et on a obtenu le premier reste. (V. la remarque ci- 
dessous.) 

On divise le premier terme — 15a'/» 4 de ce reste par 5a 4 6 3 ; 
— par -f donne — ; on trouve — 3 a'b pour deuxième terme du 
quotient ; on multiplie tout le diviseur par — 3 a-b, et on écrit tous 
les termes du produit, changés de signes, sous le premier reste; 


t 
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on fait ensuite la somme algébrique qui est le deuxième reste ci- 
dessus On divise le premier terme de ce reste par ûa l 6 3 , ce qui 
donne le troisième terme du quotient..., etc. 

On a obtenu, à la lin , zéro pour reste ; on en conclut que le 
i dividende est exactement le produit du diviseur par le quotient 
Aa 3 6 s — 3a*6 — 9a ~f- U. 

Remarque. Le premier terme du dividende, et le premier terme 
du produit qu’on en retranche, d’après la règle, sont égaux, et 
doivent se détruire mutuellement; en effet, chacun de ces termes 
est le produit du premier terme du diviseur par le premier terme 
du quotient. On sait cela d’avance; on peut donc, lors de la sous- 
traction , se dispenser de former et d écrire ce premier produit 
monome. On barre tout simplement le premier terme du dividende, 
et on commence la multiplication du diviseur au deuxième terme 
seulement. 

La même observation peut se faire à chaque division partielle. 

Lors de la soustraction qui suit cette division , on peut doue se 
dispenser de former et d’écrire le produit du premier terme du 
diviseur par le terme que l’on vient de trouver au quotient. On 
barre le premier terme du reste qui sert de dividende, et on com- 
mence la multiplication prescrite, au deuxième terme du diviseur 
seulement; c’est ce que nous avons fait. 

59. Il peut y avoir dans le dividende et dans le diviseur plusieurs 
termes renfermant la lettre ordonnatrice avec le même exposant. 
Alors on ordonne comme dans la multiplication du n° 87. 

Le dividende est alors de la forme Ma'+Na’-f- Pa*... et le 
diviseur de celle-ci; M'a 5 + N'a* -f- etc... SI, SI',... N, N', etc., 
étant des polynômes ou des monomes indépendants de a. 

On applique alors la règle générale de division , en considérant 
SI , N,... SI', N'... comme de simples coefficients de a (*). Seule- 


(") Pour Justifier cette méthode, il sufllt de concevoir momentanément 
M, M', . . . N, N 1 . . . remplacés par leurs valeurs numériques m, m', . . . n, w . .. 
La règle (3T) s’applique alors immédiatement, sans difficulté. La division une 

m 

fois faite, rien n’ empêche de remplacer la quantité — a 3 par 1 expression équl* 
M 

valente — a>, et ainsi des autres coefficients numériques ; ce qui nous ra- 

M' 

mène les résultats consignés dans le tableau ci-après (page 35), 

3 
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ment dans une division partielle , celle de Ma" par M'a s , par 
exemple , au lieu de diviser deux monomes , od divise deux poly- 
nômes M et M'. On effectue cette division à part. Si elle donne un 
quotient polynôme, on l’écrit à la place marquée, de manière que 
le quotient se trouve disposé comme ont été disposés le dividende 
et le diviseur. Du reste, la multiplication du diviseur par le pre- 
mier terme du quotient, et celles qui suivent, s’effectuent comme 
dans l’exemple du n° 3ü. Pour soustraire les produits partiels, on 
les écrit comme il est indiqué dans le tableau ci-contre. Dans 
chaque soustraction, on barre le premier terme du dividende, 
polynôme ou monome, et on ne commence la multiplication du 
diviseur qu’au deuxième terme. 
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40. Nous avons supposé dans la démonstration du n° 36 que le 
dividende était le produit exact du diviseur par un quotient entier. 
Or il peut arriver qu’il n’en soit pas ainsi; le plus souvent on ne 
sait pas d’avance si une division proposée peut, ou non , se faire 
exactement. 

Cependant on applique dans tous les cas la règle précédente. 

Quand on arrive au reste zéro , le dividende est évidemment le 
produit du diviseur par le quotient entier obtenu , qui est ainsi le 
quotient exact et complet. 

Réciproquement , si le dividende est le produit du diviseur par 
une quantité entière, l’application de notre règle' doit conduire au 
resté zéro. 

En effet, dans ce cas, le raisonnement du n° 34 s’applique de 
tout point ; l’emploi de la règle fait trouver nécessairement tous 
les termes du quotient cherché , et conduit au reste zéro ; car 
elle conduit à retrancher successivement du dividende toutes les 
parties qui le composent. 

Si donc la règle ne peut s’appliquer jusqu’au bout, et conduire 
au reste zéro , c’est que le dividende n'est pas le produit du divi- 
seur par une quantité entière; la division ne saurait par aucun 
autre moyen se faire exactement. • 

Réciproquement , quand la division ne doit pas se faire exacte- 
ment , la règle ne conduit jamais au reste zéro. 

CARACTÈRES AUXQUELS ON RECONNAÎT QUE LA DIVISION 
NE PEUT SE FAIRE EXACTEMENT. 

41. 1" caractère. Là division ne peut se faire exactement quand 
le premier ou le dernier terme du dividende ordonné par rapport à 
une lettre n’est pas exactement divisible par le premier ou le der- 
nier terme du diviseur. Elle ne peut non plus se faire exactement 
quand le premier ou le dernier terme d'un reste ordonné n’est pas 
divisible exactement par le premier ou le dernier terme du diviseur 
ordonné de la même manière que ce reste. 

Dans chacun de ces cas, en effet, la règle ne peut s’appliquer 
jusqu’à donner le reste zéro. 

2 e caractère. La division ne peut se faire exactement quand on 
est conduit d écrire au quotient un terme dont l’exposant est moin • 
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dre que la différence entre les plus faibles exposants du dividende et 
du diviseur (*). Elle est également impossible quand on est conduit à 
mettre au quotient un exposant plus grand que la différence entre le 
plus fort exposant du dividende et le plus fort exposant du diviseur. 

En effet-, quand la division se fait exactement , le plus faible 
exposant du dividende est, d’après la règle de multiplication, la 
somme des plus faibles exposants du diviseur et du quotient 
(n° 25); le plus faible exposant du quotient est donc la différence 
entre le plus faible exposant du dividende et le plus faible expo- 
sant du diviseur. Si donc on trouve au quotient un exposant plus 
faible que cette différence , c’est que la division ne doit pas se 
faire exactement. 

Même démonstration pour le deuxième cas où il s’agit des p.lus 
forts exposants. 

Ce 2 e caractère manifeste souvent l’impossibilité d’une division 
plus promptement que le premier. De plus il y a des divisions où 
le 1" caractère ne se manifeste pas , quelque loin qu’on continue 
l’opération, tandis que le second vient nécessairement avertir que 
la division ne peut se faire exactement; ex. : division de 1 — 2x-\- 
kx % — 7-r*- {-3a; 5 par 1 — 3x — x l , dans laquelle les deux termes 
seraient ainsi ordonnés par rapport aux puissances croissantes de ,r . 

Le 2 e caractère est donc en réalité le principal; il faut faire at- 
tention quand il se manifeste. 

42. De cette égalité 


D = dxQ + r, 

qui existe après chaque division partielle quelconque, on déduit 
celle-ci : 



Le quotient complet ^ est égal au quotient entier Q, plus le quo- 
a t 


tient du reste par le diviseur. 

Le dividende et le diviseur étant habituellement ordonnés sui- 
vant les puissances décroissantes d'une lettre, quand on dit le reste 


f 


(’) Inutile de dire qu’il s'agit des exposants de la lettre par rapport à laquelle 
sont ordonnés les trois termes de la division. 


• Digitized by Google 




COL BS D’ALGÈBRE. 


38 

d'une division, (l’une manière générale , il s’agit du reste dont le 
premier terme n’est pas divisible par le premier terme du diviseur. 

La théorie de la division est maintenant complète; ce que nous 
avons dit suflit à tous les cas. Nous allons cependant en indiquer 
deux ou trois dans lesquels il y a quelque simplification. 

DIVISION D’UN POLYNOME PAR UN MONOME. 

45. Soit pour exemple <i diviser : 

12a 7 6 4 — 15a e 6 3 — 6a s &* + 21a 4 6 par Za’-b. 

Le raisonnement général et la règle du n" 36 s’appliquent 
ici. Cependant il est peut-être plus simple de raisonner comme il 
suljt : 

Le quotient est un polynôme ; il doit avoir autant de termes 
que le dividende. En effet, Supposons le quotient trouvé et réduit 
à sa plus simple expression; les produits de ses termes par le di- 
viseur sont évidemment irréductibles entre eux ; chacun de ces 
produits est donc égal à un des termes du dividende. 

On obtient donc le quotient en divisant successivement chaque 
terme du dividende par le diviseur. 

On trouve ainsi pour le quotient de la division ci-dessus, le 
polynôme 

-f Ua*b 3 — 5 aW — 2a s fi + 7a*. 

Pour qu'un polynôme soit exactement divisible par un monome , 
il faut cl il suffi que chaque terme du polynôme soit divisible par 
ce monome. 

44. 11 peut arriver que tous les termes d’un diviseur polynôme 
renferment la même puissance d’une certaine lettre, par exemple 
a 3 . Alors on met cette lettre en facteur commun; ce diviseur 
prend la forme. M'a 3 . On ordonne le dividende par rapport aux 
puissances, de cette lettre . dont chacune est mise en facteur 
commun. 

Le dividende ayant pris la forme Ma 7 -f-Na 6 -f-..., on opère 
comme dans le cas précédent , en traitant le diviseur comme un 
monome; on divise Ma 7 par M'a 3 , Na 6 par M'« 3 , etc. . . Seulement 

M N 

les divisions de coefficients, — , - 7 , sont des divisions de poly- 

• M )l 
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uomes. Nous avons vu , page 33, connue on justifie cette méthode. 
La condition de divisibilité est évidente. 

45. Si une lettre, a, par exemple, entre au dividende sans 
entrer au diviseur, on ordonne le dividende par rapport à cette 
lettre. 

Ce dividende est alors de la forme Ma‘4-Na 5 -{-Pa*-|-Qa-f-B; 
soit M' le diviseur. On est dans le cas précédent. 

On peut aussi faire ce raisonnement ; 

Le quotient doit renfermer toutes les puissances de a qui exis- 
tent au dividende; car si une d’elles manquait, la multiplication 
du quotient par M' ne l’introduirait pas. Le quotient est donc de 
la forme M"o* -f-N"a 5 -j-P , ’o*-j-Q"a-j-R". Le produit par le divi- 
seur est égal à M"xM'Xa 4 +N"xM'xa 3 -.. Ce produit devant être 
égal au dividende , on trouve M"xM'xa‘=Ma‘, d’où 

M = M 'xM' et = ; puis N" =^, etc. 

On est donc conduit à diviser chaque coefllcient d’unp puissance 
de a par le diviseur, puis à écrire à côté du quotient cette puis- 
sance de a. 

Pour que la division- se fasse exactement , il faut donc que le 
coefficient de chaque puissance de a soit divisible par le diviseur 
tout entier. 


APPLICATIONS DE LA PIVISION. 

46. On dit qu'une expression algébrique est entière par rapport d une 
lettre quand cette lettre n’y entre dans aucun diviseur ni sous un radical. 

Une pareille expression peut renfermer des nombres ou d'autres lettres dans 
un diviseur ou sous un radical. 

Une division se fait exactement par rapport à une lettre quand elle conduit 
à un quotient entier par rapport à celte lettre , et au reste xéro , quand même 
i on serait obligé, pour arriver là, d'admettre des coefficients fractionnaires de 
cette lettre. 

Quand le dividende n’est pas le produit du diviseur par une expression algé- 
brique entière par rapport à une lettre x , le but de la division est de décom- 
poser ainsi le dividende, D = d X Q + R , Q et ^tétant des quantités entières 
par rapport à cette lettre x qui sert de lettre ordonnatrice, U étant en x de 
degré inférieur au diviseur d. On parvient à opérer cette décomposition en 
ordonnant le dividende et le diviseur par, rapport aux puissances décroissantes 
de x, et appliquant S ces deux polynômes la règle générale de division, à con- 
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M 

* 

rlition toutefois qn’on admettra des coefficients fractionnaires indépendants de 
cette lettre, s’il s’en présente. Cela résulte de ce qui a été dit n° 36, remarque. 

Division, par x — a, n’cN polynôme entier par rapport a x. 

47 . Théorème. Pour obtenir le reste de la division par x — a d’un polynôme 
quelconque, entier par rapport à x, sans effectuer cette division, il suffit de 
remplacer x par a dans ce polynôme; le résultat de cette substitution est le 
reste demandé. 

Soit pour exemple Aï* + Bx‘ + Cx J + Dx ! + Ex + F à diviser par x— o. 

La première division partielle diminue seulement l’exposant de x d’une 
unité dans le premier terme du quotient; le premier reste obtenu à l’aide de 
ce terme du quotient sera évidemment entier par rapport à x, et ainsi de suite. 
On sera évidemment conduit à mettre au quotient une série de termes entiers 
par rapport à x. Le diviseur ne renfermant x qu’à la première puissance , la 
division s’arrêtera seulement lorsqu’on sera arrivé au reste zéro , ou à un reste 
indépendant de x. Soit R le reste , dans tous les cas , et Q le quotient entier. 

Nous avons l’égalité 

Ax» + Bx‘ + Cx a + Dx> + Ex + F = QX(* — a) + R. 

Si nous remplaçons x par a dans cette égalité, elle devra toujours subsister, 
diaprés la définition des opérations algébriques (10). Par cette substitution, 
Q prend une certaine valeur Q' ; x—a devient a— a=0; R indépendant de x 
ne change pas. On trouve ainsi : 

Aa ! + Ba* + Ca» + Da* + Ea + F=Q'XO + R (*), 
où 1 Ao» + Bo‘ + Ca 3 + Do» + Ea + F=Ç, 

I 

ce qui démontre notre proposition. 

48 . On demande quelquefois la loi du quotient, c’est-à-dire les relations 
qui unissent ses différents termes les uns aux autres. 

Pour trouver cette loi, commençons la division «d’après la règle générale 

Ax5 + Bx* + Cx a + Dx»-f Ex + Fl x — a 

J- A/it 4 |- : — r 1 


^ Aa \x* + Aa |<r® + etc. 

I +B | 

1" reste Aalx*+Cx>+ etc.... 

+ B I 

+ Ao*|x 3 
+ Ba I 

2* reste An 5 x» -) ■ Dx« -f Ex + F 

+ Ba 
+ C | 

l etc. . . . 


Remarquons d’abord que clique reste , en outre de son premier terme, se 


(*) Q' a toujours une valeur finie quand x a une valeur finie. On appelle 
valeur finie un nombre tel qu’il y en a de plus grands que l»ii. 

t 
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cofnpose exactement devons le? termes du dividende qui sont en x de degré 
inférieur à ce premier terme. 

Le premier terme, Ax k , du quotient, s’obtenant facilement, on cherche à 
déduire le deuxième terme de celui-là, le troisième terme du deuxième, et 
ainsi de suite. Pour trouver la loi, observons que chaque terme du quotient, 
à partir du deuxième , n’est que le premier terme d’un reste dans lequel on a 
simplement diminué l’exposant de * d’une unité. Voyons donc comme le pre- 
mier termo de chaque reste se déduit du terme du quotient après lequel on 
l’obtient. Considérons , par exemple , le terme Mz 3 du quotient ; pour obtenir le 
reste suivant, on multiplie d’abord Mx 3 para-; le produit Mx* détruira le pre- 
mier terme du dividende qui a fourni le quotient Mz 3 . Puis on multiplie 
Mx 3 par— a, ce qui donne —Max 3 , et pour soustraire 4 Max 3 ; ce terme 
s’additionne avec le deuxième terme du reste ou dividende en question; ce 
deuxième terme est un terme du dividende principal d’après notre première 
remarque ; dans notre exemple, c’est Cx 3 . Le premier terme du reste que nous 
cherchons est donc [Ma + C)r 3 . Par suite, le terme suivant du quotient sera 
(Ma 4 C)x 3 . En comparant ce terme au précédent , on trouve la loi suivante : 

D'un terme d l’autre du quotient, l’exposant de x diminue d’une unité; le 
coefficient de chaqup terme d partir du deuxième s’obtient en multipliant le 
coefficient précédent par a, et ajoutant au produit le coefficient du terme qui, 
dans le dividende , a le rang occupé au quotient par le terme que l’on forme. 

Dans les applications , il peut arriver que les exposants de x au dividende ou 
au quotient ne soient pas consécutifs , qu’il y manque certaines puissances 
de x inférieures à la plus élevée. Alors il faut avoir soin de remplacer le coefTl- 
cient de chaque terme manquant pqr xéro ; on applique la règle d'après cette 
hypothèse. * 

Nous avons donné la loi des premiers termes, des restes, comme celle des 
ternies du quotient; le dernier reste, d’après notre manière d’ordonner, se 
réduisant à son premier terme, on peut, suivant notre loi, trouver la forme 
de ce reste et démontrer ainsi, d’un autre manière, le théorème énoncé plus 
haut. 

1" Application. Division do x™ —a m par x — a. 1 

i” — a m est divisible par x — a quel que soit le nombre entier m. 

En effet, faisant x=a dans le dividende x m — a m , par application du théo- 
rème 47, on trouve pour re^te a m — a m =f). 

Pour trouver la loi du quotient, on peut suivre la même marche que dans 
la division précédente , ou bien se servir du résultat général auquel on a été 
conduit. On voit ainsi que le premier terme du quotient étant x 1 »-*, le second 
sera ax"»— *, le troisième a 3 x m — 3 , etc., de sorte que 

jm — qto 

— 1 4- axm-% 4- a s x m — 3 4- . . . 4- a>» -*x 4- a m -‘. 

x — a 

2 e Application. £">4 a m n’est jamais divisible parx — a • quel que soit m. 

En effet, le reste est a”* 4- am = 2 a m . 

Le quotient entier est exactement le même que celui de x»> — a m par x—a; 

1 1 
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cela tient à ce que le dernier terme du dividende n’est pour rien dans la for- 
mation du quotient quand on le forme suivant la loi du n° 48. 

DES FRACTIONS ALGÉBRIQUES. 


49 . On appelle fraction le quotient d'une division qui n’est pas effectuée. 

L’expression d’une fraction se compose de deux quantités : la quantité à di- 
viser, que l’on appelle numérateur, et la quantité que l’on divise, appelée dé- 
nominateur. Le numérateur et le dénominateur sont les deux termes de la 
fraction ("). 

,• , ...... Saï>* «* + 6* 

I ne fraction s écrit ainsi : , . 

3ac ’ a 1 — b* 

On écrit le dénominateur sous le numérateur, en séparant ces dettx termes 
par une barre horizontale. 

<>n énonce ainsi : 6ab* divisé par 3ac, ou 5ab s sur 3ac; a'+b* divisé par 
a * — b*, ou a* + b s sura s — b ! . 

I.a valeur numérique de chaque terme d’une fraction algébrique est un 
nombre quelconque, entier, fractionnaire, ou incommensurable; il résulte de 
là que la valeur numérique de la fraction est un nombre de l'une de ces 
espèces. On ne peut donc plus dire, en général, que la fraction est une collec- 
tion de parties égales de l’unité; il faut la considérer expressément comme le 
quotient de la division de deux nombres quelconques. Partant de là, nous 
allons faire voir que les propriétés et les règles de calcul relatives aux fractions 
arithmétiques, s’appliquent également aux fractions algébriques. 

IjO, Théorème. La râleur d'une fraction ne change pas quand on multiplie 
ou divise ses deux termes par une même quantité. 

Ce principe est démontré par ce qui a été dit en arithmétique n°» 123 et 163. 
Cependant nous allons répéter ici la démonstration , qui est très-simple. 

( l 

t • Soit - une fraction dont nous désignerons la valeur numérique par q ("*). 

Par déllnition, a—byfq. Multiplions les deux membres de cette égalité par 
la quantité quelconque m; on aura oXm = bXqX« l t °u bien oX*n — bX 
mXq. ce qui est la même chose d’après lu principe fondamental (Arith. 163). 


. 4 •. , .... ... .. #X« . a . aX» a 

De la dernicre égalité on déduit , = </; mais - = q ; donc , — =• -. 

bX» 1 b bX» b 


(*) Quand la division des deux termes peut s'effectuer exactement , il est 
préférable de remplacer la fraction par la quantité entière équivalente. Ex. : 
16a’b s 

— . — = ha 1 . Aussi la théorie que nous exposons, quoique s’appliquant aux 
3ob* 

fractions telles quo nous les avons définies en général, n’a-t-elle été étudiée 
qu’en vue des fractions dont les numérateurs ne sont pas divisibles par les dé- 
nominateurs. 

(*') a et b peuvent désigner indifféremment les valeurs numériques des termes 
de la fractiou , ou bien leurs expressions algébriques. Cette remarque s’applique 
à tout ce qui suit. 


f 


Digitized by Google 


FRACTIONS ALGÉBRIQUES. Û3 

2» Soient a' et 6' les quotients de a et!/ par une quantité quelconque m; je 
dis que ^ 7 — jj- En effet, il résulte de nos hypothèses que 0 — a' X m , et. 

b—b'X.m; l’égalité précédente n’est donc autre que celle-ci : = la- 

quelle est vraie d’après 1°. 

SIMPLIFICATION DES FRACTIONS. 

31. D’après cela, si les deux termes d’une fraction ont des fadeurs com- 
muns, numériques ou autres, on réduit cette fraction à une expression plus 
simple en divisant ses deux termes par ces facteurs communs. 

_ 12aW _ 3a 3 b 

ttabVd 2cd ’ 

Pour les monomes on peut donner cette règle pratique : 

Divises les deux coefficients par leur plus grand commun diviseur. Si une 
lettre entre dans les deux facteurs, faites la différence des exposants, et 
écrives la lettre affectée de l’exposant restant, dans celui des deux facteurs où ‘ 
elle avait le plus fort exposant ; si les deux exposants sont égaux, la lettre dis- 
parait des deux termes. Si une lettre entre dans un seul terme , elle y reste telle 
qu'elle est. 

RÉDUCTION DES FRACTIONS AU MÊME DÉNOMINATEUR. 

62. Règle. Pour réduire des fractions au meme dénominateur, il suffit de 
chercher un multiple commun des dénominateurs donnés ; quand on l'a trouvé , 
on le divise par le dénominateur de chaque fraction; on multiplie le numéra- 
teur par le quotient obtenu, et on écrit au-dessous du produit le multiple 
commun lui-même. 

Soient, pour exemple, les fractions 

m . n. p 

12a 3 b 8 c’ 8 ôb*’ âô’bd»' 

En employant le procédé indiqué en arithmétique pour trouver le plus petit 
multiple commun , les lettres étant considérées comme des facteurs premiers , 
on trouve le multiple commun 24 a 3 b 8 cd 8 . 

Le quotient de ce multiple par I2a 8 b 8 c est égal à 2d 8 ; en multipliant les deux 
termes de la première fraction par 2d 8 , on obtient, à la place de cette frac- 

. , . , 2md 8 

tion, la fraction équivalente . 

24a s b 8 cd 8 

Pour la deuxième, le quotient de 24a , 6 i cd 8 par le dénominateur, est 3a*cd* ; 
en mnltipliant les deux termes par ce quotient, on obtient la fraction égale 
Sm^cd 1 
24a 3 b , cd*" 

On trouve de même — f— = 

3a»bd ! 24a 3 b 8 ed s , 

Ainsi que nous l’avons dit dans la règle , il est inutile de multiplier chaque 


Digitized by Google 



lih 


COURS d’algèbre. 


dénominateur par le quotient qu’il a donné ; on le remplace simplement par le 
multiple commun. 

Le produit de tous les dénominateurs peut servir de dénominateur commun. 
La règle précédente appliquée peut alors se traduire ainsi : 

Pour réduire des fractions données au même dénominateur, il suffit de mul- 
tiplier les deux termes de chaque fraction par le produit effectué des dénomina- 
, leurs des autres. 

Nous avons pris pour exemples des fractions à termes monomes ; mais ce 
que nous avons dit est général; quand les termes sont polynômes, il n’y a 
de différence que dans les procédés de multiplication ou de division de ces 
termes. 

Avant de réduire des fractions au même dénominateur, il est bon de les ré- 
duire à une plus simple expression, si on le peut ('). 

ADDITION DES FRACTIONS. 


53. Règle. Pour additionner des fractions, on les réduit d'abord au même 
• dénominateur ; on additionne ensuite les numérateurs , et on donne à la somme 
pour dénominateur le dénominateur commun. 

abc 

Démonstration. Soient - , - , - , des fractions données, que nous prenons 
a oo 

réduites au même dénominateur, ce qui est toujours possible. 
abc 

Posons - = q, - = q’, - = q"; q, q' , q" étant les valeurs numériques des 

fractions. Par définition nous avons a = g X d , b — q' X d, c = q" X d. En 
additionnant toutes ces, égalités, membre à membre,, on 'trouve a+ b + c= 
qXd + q’X d -f-q'’xd = (q + q 1 + q")d. (Règle du n° 19.) On tire de là 

q + q' + q"= a ^ C . Mais q + ff + q” est la somme des fractions données ; 

donc cette somme est égale au résultat que fournit notre règle. 

> . * 

SOUSTRACTION. 


I 


54. Règle. On réduit les fractions au même dénominateur; cela fait, on 
retranche les numérateurs l’un de l’autre, et on donne à la différence , pour 
dénominateur, le dénominateur commun , 
a b 

Démonstration. - = g , - = q', d’où a = qXd t b = q'X,d; puisa — 6 = 
qXd — q , Xd == (q — ff’)d; d’où enfin q — q' = ° ^ ’ , insultât qui démontre la 
réglé; car-— - = q- g’. 


(•) Nous ne parlons pas de la réduction d’une fraction à sa plus simple ex- 
pression ; il nous faudrait nous appuyer sur des principes que nous n’exposons 
pas ici. 
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MULTIPLICATION. 

tîS. On multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux. 
Démonstration. Soient ^=9> ^=g', ou <*=&X9i c=dxq'. Multipliant, 

fl x c 

on trouve aX c = b X d X q Xî\ d’où qX<i' = T — ce qui démontre la 
règle. 


o(î. Considérons d’abord deux fractions de même dénominateur - = q, 

a 


b 

Par définition, a=dX<i; b=dX?'; d’où — 

o «X? 


_9_ 

V 


fl (l » 

Cette égalité — , — _ nous apprend que le quotient de la division de deux 

fractions qui ont le meme dénominateur est égal au quotient des deux numé- 
rateurs. 

Soient maintenant deux fractions quelconques , r~9, à diviser l’une 

b a 

par l’autre. Nous pouvons réduire ces fractions au même dénominateur; on 

a aXd c bxc „ , a c aXd bXe aXd 

trouve - = ; ; - = - — — . Nous avons donc : - : - = ; ; = ; , 

b bxd d bXd b d bXd bxd bXc 

ci c ci ^ d fl c 

d’après ce qui vient d’étre dit. L’égalité r • peut s’écrire - ; - = 

r 1 b d bx« bd 

a d 
rX~. 
b c 

Règle. Pour diviser deux fractions, on multiplie la fraction dividende par 
la fraction diviseur renversée. 

On peut avoir à opérer sur des quantités composées de plusieurs fractions 

comme celle-ci : — + —, ou de termes entiers et de fractions comme 

3 b 2 

2b 5c 

celles-ci: 3a — + — \. On leur applique les règles indiquées pour les 

ti ufl 

opérations analogues sur les polynômes entiers. On n'a plus alors , pour éva- 
luer chaque terme du résultat, qu’à effectuer sur des termes fractionnaires 
isolés les opérations qu’on vient d’expliquer. Nos démonstrations pour les po- 
lynômes entiers, basées sur les valeurs numériques, s’appliquent évidemment 
aux expressions ci-dessus. 

En appliquant les règles précédentes , on voit facilement que le quotient de 
deux quantités algébriques fractionnaires quelconques peut toujours être rem- 
placé par le quotient de deux quantités entières , quand il ne se réduit pas A 
une seule quantité entière. 
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CHAPITRE II. 

ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ. 


DÉFINITIONS. 

37. Quand on écrit à l’aide de ce signe = , que deux quantités 

quelconques sont égales eutre elles, on écrit ce qu’on appelle , n 

en général, une égalité. 

Les deux quantités séparées par le signe = sont les deux mem- 
bres de l’égalité. 

On distingue plusieurs sortes d’égalités. 

Une égalité prend le nom A’ identité ; 1° quand le second mem- 
bre n’est autre chose que le premier, répété à la suite du signe =. 

Ex. : 5=5, 3-j-5 = 3-)-5, a-f- b = a-\-b. 

2° Quand les deux membres doivent remplir la condition pré- 
cédente après qu’on y aura effectué toutes les opérations indiquées, 
y compris la réduction des termes semblables. Ex.: 3a-{-5a=15a — 
la; {x — a) (x-\-a) = x t — a-, (a+a:) , = a , + 2ax-|-x î . 

En résumé , une identité est une égalité vraie pour toutes les va- 
leurs des lettres qui y entrent. 

On appelle équation une égalité dans laquelle il y a une ou 
plusieurs inconnues, et qui n’est vraie que pour certaines va- 
leurs de celle inconnue ou de ces inconnues. Ex. : 5 -f- x = 8, 3a:‘ — 

5x — 2. 

38. On appelle racine d’une équation à une seule inconnue, 
tout nombre qui, misa la place de cette inconnue, vérifie cette 
équation, c’est-à-dire, fait de cette équation une identité. Ex. : 3 est 
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une racine de l’équation 5-f- = 8 ; car 5 -f- 3 = 8 est une iden- 
tité. 2 est racine de 3a.' 2 — 5x = 2 ; car 3 x 2* — 5x2 = 2 est une 
identité. 

Des valeurs de x, y, z satisfont à une équation qui renferme ces 
inconnues , quand , mises à la place de ces inconnues, elles font de 
l'équation une identité. Leur ensemble forme ce quon appelle une 
solution de cette équation. 

Résoudre une équation, c’est trouver toutes les valeurs de l’in- 
connue ou des inconnues satisfaisant à cette équation. 

o£). Deux équations sont dites équivalentes quand elles ad- 
mettent exactement les mêmes racines, les mêmes solutions Telles 
sont évidemment les deux équations 5a>4-3y=31, 10x-f-6j/=62. 

60 . Une équation est numérique quand l’inconnue ou les in- 
connues y sont seules représentées par des lettres, Ex. : 5 + x= 
8, 3a 1 — 5x=2. 

Une équation est littérale quand des quantités connues y sont 
représentées par des lettres. Ex. : 2x-|- a=b-|-l. 

Nous observerons ici que les inconnues se désignent ordinaire- 
ment par les dernières lettres de l’alphabet, >x, y, s; on remonte 
un peu plus haut , si cela est nécessaire, t, u, etc... Les quantités 
connues se désignent par les premières lettres , a, b, c... 

61 . Les équations se distinguent entre elles par leur degré et le 
nombre de leurs inconnues. 

Le degré d’une équation à une inconnue, dont les deux mem- 
bres sont entiers par rapport à cette inconnue (n° UG), est l’exposant 
le plus élevé dont est affectée cette inconnue dans les deux membres. 

Ex. : 5x + 4 = 8x — 17 est du premier degré; x'— 5x+ 2 = 0 
est du troisième degré. 

Le degre d’une équation, à plusieurs inconnues, dont les deux 
membres sont entiers par rapport à ces inconnues, est le plus haut 
degré, relatif à toutes ces inconnues, des termes de l’équation, ou bien 
c’est la plus haute somme des exposants des inconnues dans un 
même terme de l’équation. 

Ex. : xy — x — 3 = 12 -j- 3y est du deuxième degré; ôxy— 8= 
3 xy 3 ' — Ux' est du quatrième degré. 

Quand les deux membres d’une équation ne sont pas entiers par 
rapport à une inconnue ou à des inconnues , on ne peut estimer 
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son degré qu’après l’avoir ramenée à une forme entière par des 
transformations que nous étudierons. 

(>2. Pour résoudre une équation, on la suppose résolue; on 
regarde chaque inconnue, x, comme représentant actuellement 
un nombre satisfaisant à l'équation. On raisonne alors sur une iden- 
tité , et on peut appliquer à l’équation tous les principes et axiomes 
relatifs aux égalités ou identités. 

Voici un des principaux axiomes : 

On peut augmenter ou diminuer d’une même quantité , multiplier 
ou diviser par une même quantité , les deux membres d'une égalité 
sans la troulder. 

En multipliant ou divisant les deux membres d’une équation à 
deux ou à plusieurs inconnues, par un même nombre connu, on 
obtient une équation exactement équivalente à la première (n° 59). 

Ex. : Les équations 5;r-}-3y —23 , 30.r-{- 18y= 138 sont équi- 
valentes (*). 

05. Pour résoudre une équation à une inconnue , on remplace 
ordinairement celte équation par une ou plusieurs équations équi- 
valentes, jusqu'il ce qu’on arrive à celle-ci : x = a, a étant une 
quantité connue. On cherche donc à isoler x dans un membre, 
de manière à n’avoir dans l’autre membre que des quantités 
connues. 

04. Pour cela, on a souvent besoin de faire passer des termes 
d’un membre dans un autre. Ce que nous allons dire à ce sujet 

{*) tl n’en est pas toujours ainsi quand on multiplie ou divise les deux mem- , 
bres par une quantité renfermant l'inconnue; on risque par là d’introduire ou 
de supprimcr'une ou plusieurs solutions, de remplacer, par conséquent, l’équa- 
tion considérée par une autre qui ne lui est pas équivalente. Ex. : Si on mul- 
tiplie les deux membres de l’équation x + \i = 7, par x — 7, on obtient l’équation 
(i -+• 3) (x — 7 )— 7 (*— 7 ), laquelle admet de pl us que l’équation donnée, x + 3 =7 , 
la racine x=7.De même, ayant l’équation (x + 3)(x— 7)=i7(x— 7), si on divisait, 
des deux parts , par * - 7, on substituerait à l’équation proposée une équation 
x -+- 3=n7 ayant une racine de moins, x=7. Quand, pour chasser les dénomi- 
nateurs (V. plus loin), il faut multiplier par un facteur renfermant une in- 
conuuc ou des inconnues, ’on fait d’abord en sorte de multiplier pour cela par 
le facteur le plus simple possible; on égale ensuite les numérateurs des deux 
membres. L’équation ainsi posée étant résolue, on vérifie chacune de ses solu- 
tions , en voyant si elle satisfait à l’équation proposée non debarrassée de ses 
dénominateurs; si cela est, cette solution doit être regardée comme bonne; 
dans le cas contraire , elle doit être rejetée. ’ , 


» 
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est applicable aux équations quelconques , à uu nombre quelcon- 
que d’inconnues. 

Pour faire passer un terme d’un membre d'une équation dans 
Vautre, on l’efface dans le membre où il se trouve , et on l’écrit dans 
l’autre, avec un signe contraire. 

4 

Ex. : 5x-\-3=lx — 5. 

, Je suppose qu’on veuille faire passer — 5 du deuxième membre 
dans le premier'; — 5 disparaîtrait du deuxième membre, s’il exis- 
tait en même temps que lui dans ce deuxième membre un terme 
égal et de signe contraire à — 5. Introduisons ce terme 5 ; mais 
pour ne pas troubler l’égalité, introduisons-le dans les deux mem- 
bres à la lois ; nous aurons évidemment 5x-j- 3 -)- 5 =lx — 5-|- 5 ; 
ou bien , après réduction , 5x -j- 3 + 5 = Ix, équation équiva- 
lente à la proposée. La transposition est faite , et la règle vérifiée. 

On démontrerait de même que pour faire passer 5x dans le 
deuxième membre, il suffit de l’effacer dans le premier, et de l’é- 
crire dans le deuxième , avec le signe — . 

On a ainsi : 3 5 = Ix — 5x. 

65. On peut changer les signes de tous les termes d’une équation 
sans troubler l’égalité. 

En effet, c’est comme si on transposait tous les termes en géné- 
ral d’un membre de l’égalité dans l’autre. 

RÉSOLUTION D’UNE ÉQUATION DU PREMIER DEGRÉ A UNE SEULE 
INCONNUE. 

66. Si les deux membres sont entiers par rapport à l’inconnue, 
on fait passer tous les termes qui ont l’inconnue dans un membre , 
et les termes connus dans l’autre. 

Ex. : 5x -f- 3 = Ix — 5. On fait passer 5x dans le deuxième 
membre et — 5 dans le premier; on trouve ainsi 3 5 =7^c — 5x, 

8 

ou après réduction , 8 = 2x ; d’où x = - = 4. 

On peut voir que U vérifie l’équation ; si on y remplace x par 
U , on trouve 5 X h - f 3 = 7 X U— 5 ; 20-(- 3 = 28 — 5; 23 = 23; 
identités. 

U 
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Si compliquée que soit une équation dont les termes sont en- 
tiers, on peut la résoudre en suivant cette marche. 

Si l’équation a des dénominateurs, on commence par se débar- 
rasser de ces dénominateurs. Soit pour exemple : 


5x _ 3 _ 7.r 
12 2 ~5 


- + 2a; — 10. 


( 1 ) 


Si tous les termes avaient le même dénominateur, on pourrait 
sans inconvénient supprimer ce dénominateur; par là, en effet, , 
on ne ferait que multiplier les deux membres de l’équation par un 
nombre. Choisissons un dénominateur commun ; pour cela, faisons 
comme il a été dit en arithmétique, ou en algèbre. Le plus petit 
multiple commun desdénominateursactuels est 60 ; pour donner ce 
dénominateur à tous les termes, y compris ceux actuellement en- 
tiers, il faut multiplier le numérateur de chaque terme fraction- 
naire par le quotient de 60 divisé par le dénominateur actuel , et 
chaque terme entier par 60 lui-même. Mais après cela , 60 se 
trouvant dénominateur commun, il faudrait le supprimer ; on ne 
prend pas la peine de l’écrire. 

Voici le calcul : 


Multiple commun , 60. 


Quotients : 5 15 

5x 3 
12 à 


12 


20 


60 


1x '• 2 , „ 

— — — 4- '2x 

5 3 ' 



25a; — 45 = 8ix — 40 -f 120a;— 600, 


* 


équation équivalente à (1). 

Chaque terme de la nouvelle équation est égal à son corres- 
pondant de l’ancienne multiplié par 60. Maintenant nous n’avons 
plus qu’à transposer les termes, de manière à n’avoir que des 
termes en x dans un membre , et des termes connus dans l’autre. 


40 -f 600 — 45 = 8Ux + 12üx— 25a; ; 


et après réduction : 


595= 179a;, d’où x — 


595 

179' 


S 
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Nous conseillons de faire passer les termes en x dans celui des 
membres de l’équation où les termes positifs en x paraîtront de- 
4 voir donner la plus grande somme. 

Prenons encore pour exemple une équation littérale. 

* 

5x 3 Ux 1 , „ , 

— i — ï — — t si -f - • 

a-f-b a b — a a*b 

Le plus petit multiple commun des dénominateurs est ici : 

(a -j- b) (6 — a)à‘b= (6* — a*)a î 6 = a s 6 8 — a* b. 

Voici le calcul : 


tr 


Multiple commun , (6*— a') a t b = a*b 3 —a i b. 

* . * 

Quotients: (ù-^-aJa’ù, (6*— a s )a&, {b-\-a)d , b, 6* — a*, a~b s — a‘Z> 

5x 3 Ux 7 


a-J-6 


a 


b— a 


a t b 


y-\- 3 ab. 


Résultat : 5x (a* 6 S — a’b) — 3(a& 8 — a 8 6) = Ux(aW-\-a i b) — 

7 (6* — a s ) -}- 3 a6 (a*ù 3 — a'ft) , 

ou 5 tfb'x — 5 a 8 6.r — 3 a6 3 -)- 3a 3 i> = U a i b i x -f- ù a 3 bx — 

7 fe- — j— 7 a* -{- 3 a’6‘ — 3 a 5 6*. 

Transposant les termes en x , puis mettant x en facteur com- 
mun dans le premier membre , on a : 

(5 a’6* -5a 3 b-U a'b * — U a*b) x — 3 ab *W- 3 a 8 & — 7 b 1 -f- 7 a* -f 
* 3 a 8 & 4 — 3 o*6*. 


En réduisant on trouve : 


(o*&* — 9a 3 &) a: = 3a& 3 — 3a 3 ù — 76* + 7 a* + 3a 8 6‘ — 3a 8 6 s ; 


d’où enfin x — 


3 «6*— 3a 8 6 — 7 6 S + 7«*+ 3a 8 6 4 — 3a 8 6* 
a’6 8 — 9a 3 6 


Voici en résumé la méthode à suivre , en général. 

(!7. Règle. Pour résoudre une équation dont tous les termes 
sont entiers, on fait passer dans un membre tous les termes qui 


1 


i 


» 


4 
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renferment l’inconnue, et dans Vautre les terme) connus. On met 
alors V inconnue x en facteur commun dans le membre où elle se 
trouve ; ce qui donne une équation de cette forme Axi = B. On i 
termine en divisant, de part et d autre , par le coefficient de x ; ce 

. . ’ B t 

qui donne x = — . 

Si les coefficients de l’équation ne sont pas entiers , on chasse les 
dénominateurs de la manière suivante : On commence par réduire 
chaque terme fractionnaire à la plus simple expression possible ; 
puis on cherche un multiple commun des dénominateurs; cela fait, 
on multiplie le numérateur de chaque terme fractionnaire par le 
quotient de la division du multiple par son dénom inateur, et chaque 
terme entier par le multiple lui-même; on n’écrit pas de dénomi- 
nateur. Après ces opérations qui donnent une nouvelle équation 
équivalente à la proposée, et n’ayant que des termes entiers, on 
termine comme il vient d’être dit pour de pareilles équations. 

68. A l’aide de la règle précédente , toute équation du premier 
degré peut être ramenée à la forme Ax = B. Cela fait , il peut se 
présenter trois cas dans la résolution d'une équation numérique : 
1“ le coefficient h de x n’est pas nul ; 2° on peut avoir A = 0, et 
B = m, nombre différent de 0; 3° on peut avoir à la fois A = 0, 

B = 0. 

1« cas. A n'est pas nuL 

B 

L’équation Ax = B admet alors la solution x = -, et n en 

admet pas d’autre. En^effet, si nous désignons par a le quotient 
de B par A , il résulte de la définition de la division que A* a = B. 
Si A la place de x on met un nombre quelconque b plus grand ou 
plus petit que a, ce nombre ne satisfera plus à l’équation \x = B; 
car le produit A X b sera plus grand ou plus petit que B j= ha. 

2' cas. A = 0 , B = m, nombre différent de zéro. 

L’équation Ax= B, qui se présente alors sous la forme Oxx = m, 
n’admet aucune solution. En effet, quel que soit le nombre que 
l’on mette à la place de x, le premier membre sera toujours égal 
à 0 , et jamais à m. L’équation proposée est impossible. 

3 e cas. On peut avoir A = 0, B = 0. 




t 
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L’équation Aj- = B se présente alors sous cette forme Ox.r = 0. 

Quel que soit le nombre que l'on mette à la place de x, l’équation 
est satisfaite Le premier nombre venu est une solution de l’é- 
quation. . * 

On dit alors que l’équation admet une infinité de solutions, * 
qu’elle est indéterminée . On dit encore que la valeur de x est 
indéterminée (*). 


APPLICATIONS. — PROBLÈMES. 

69. Avant de nous occuper des équations à plusieurs incon- 
nues, nous allons résoudre quelques problèmes ne conduisant 
qu’à des équations du premier degré à une seule inconnue. 

La résolution d’un problème à l’aide d’équations se compose de 
de ux parties : 

La mise en équation du problème et la résolution de l’équation 
ou des équations posées. I 

La mise en équation du problème consiste à exprimer, à l'aide 
des symboles algébriques , les relations que l’énoncé établit entre les 
données et les inconnues. * 

Il n’y a pas de règle précise pour mettre les problèmes en équa- 
tion ; c’est une affaire de sagacité et d’habitude quand les problèmes 
sont difficiles. 

Voici ce qu’on peut dire de plus général à ce sujet. Nous cite- 
rons M. Lacroix : 


(■) Ce que nous venons de dire touchant la résolution d’une équation numé- 
, rique du premier degré à une inconnue est suffisant an point de vue du calcul 
abstrait, c’est-à-dire quand on résout l’équation» Ax= B en vue seulement de 
trouver un nombre x qui satisfasse à cette équation, ou à toute autre e'quiva- 
lente (59); à ce point de vue , nous avons indiqué tous les cas et ce que l’on 
doit conclure dans chacun. 

Plus tard , dans les applications , quand nous résoudrons une équation du 
premier degré à une inconnue pour trouver la réponse à un problème proposé 
sur certaines quantités , nous aurons quelque chose à ajouter pour les deux 
derniers cas, et nous reviendrons sur la discussion précédente. 

Nous y reviendrons aussi pour considérer le cas où l’équation Ax = B, ou son 

équivalente, x= -2- est littérale, c’est-à-dire, le cas où x=-5- est ce qu’on appelle 
une formule. 
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0» indique à l'aide des signes algébriques , sur les quantités 
connues représentées soit par des nombres , soit par des lettres, et 
sur les quantités inconnues toujours représentées par des lettres, 
les opérations qu'il faudrait effectuer pour vérifier les valeurs x des 
inconnues supposées trouvées. * 

1 er Problème. Sur une certaine quantité d’oranges que quatre 
personnes se sont partagées , la première en a pris la moitié moins 6; 
la deuxième en a pris un tiers du reste moins 2; la troisième a pris 
un quart du reste moins 1 ; et la quatrième en a pris 13 qui res- 
taient. 

On demande combien il y avait d’oranges , et combien chacune 
dei trois premières personnes en a eues. 

Soit x le nombre des oranges partagées. 

r 

La première personne en a eu — — 6. 

f X \ oc 

11 restait après elle x — l- — 6 J = - + 6. 

r t /j. \ X X 

La deuxième personne a pris - + 2 = ^ + 2 — 2 = ^. 

• XX 

Après les deux premières personnes, il restait — -f- 6 — - = , 

= f + 6 = f + 6 -' 4 

La troisième personne a pris - f — -f-6 1 — 1 = — - — 1 = 

x 1 

Ï2 + 2‘ 

Enfin la quatrième personne en a pris 13, et il n’est rien resté.» 

Supposant x connu, Vérifions s’il n’est alors rien resté, c’est-à- 
dire , si les quatre parts réunies composent la totalité des oranges 
à distribuer 

x x x 1 

6 4-- -I 1-13=#. 

2 ^6 ^ 12 ' 2 ' 

f 4 

Le problème est ainsi mis en équation. Nous allons maintenant 
résoudre cette équation en suivant la règle générale. 

12 peut servir de dénominateur commun. En chassant les dé- 
nominateurs on trou ve 6# — 72 2# -|- x -f- 6 1 56 = 1 2# . 
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En réduisant et transposant, on obtient 3# = 90 , d oux = 30. 
2' Problème. Un particulier a placé 100000 fr., partie à 5 pour 
0/o t partie à 6 pour 0/o ; il relire du tout 5460 fr. de rente. On 
demande la quotité de chacun des placements partiels. 

Désignons par x la quotité du premier ; celle du deuxième est 
100000— x. 

En supposant x connu , voyons combien rapporte cette somme 

g 

placée à 5 pour 100 ; 100 fr. rapportent 5 fr. ; 1 fr. rapporte — — ; 

100 

x francs rapportent donc 

Demême à 6 pour 100, 1 fr. rapporte et 100000 — xrap- 
6 X (100000 — x) 


portent 


100 


Supposant x connu, vérifions. maintenant si les deux intérêts 
réunis composent bien une rente de 5460 fr. ; x doit être tel que 
l’on ait : 

5 xx 6 X (100000— x) 

1 = 5460. 


100 


100 


Le problème est mis en équation. Il faut résoudre l’équation * 

Chassant le dénominateur, et effectuant les calculs , on trouve : 

5x + 600000 — 6x = 546000. 

Transposant les termes, en trouve 600000 — 546000 — x, ou 
x= 54000 fr. 

3' Problème. Un nombre est composé de trois chiffres. La somme 
de ccs chiffres est 11 ; le chiffre des centaines est égal à deux fois 
le chiffre des dizaines ; de plus , si on retranche 396 de ce nombre , 
on obtient le nombre renversé. Quel est ce nombre ? 

Soit x le chiffre des dizaines; celui des centaines est 2x, et 
celui des unités égale 11 moins la somme des deux autres, égale 
11— 3x. 

Le nombre considéré se composant de 2x centaines, x dizaines, 
et 11 — 3x unités , contient en totalité un nombre d’unités simples 
égal à : 

100 X 2x + 10 X 11 —3x. 
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Ce nombre renversé en donne un autre composé de (11 — 3a?) 
centaines, plus x dizaines, plus 2x unités, ou bien, en unités 
simples, égal à : 

100 X (11 -3a:) + 10 X te-j- 2x. 

En retranchant 396 du premier de ces nombres , on doit trouver 
le second. Vérifions : x doit être tel que l’on ait : 

200ar-f-10a:.-|- 11 — 3a - — 396 = 100 (11— 3a:) +10x+2a-. 

Le problème est mis en équation; il faut résoudre. 

L’équation ne renfermant que des termes entiers, il n’y a qu’à 
transposer et réduire les termes semblables. On trouve ainsi : 

200 a: + 1 0a: 4- 1 1 — 3a: -f 300x — 1 0a: — 2a: = 1 1 00 + 396 — 1 1 ; 
d’où 595a: = 1585; puis enfin x = 3. 

Le chiffre des dizaines étant 3, celui des centaines est 6, et ce- 
lui des unités . 2 ; le nombre demandé est 632 ; 632 — 396 = 236, 
qui est bien 632 renversé. 

Problème. La distance de Paris à Lille par le chemin de fer 
est de 27à kilom -,2. Deux convois partent en mime temps de Paris et 
de Lille ; le premier, train ordinaire, a une vitesse moyenne de 
52 k ' I -,2; le second , train express, a une vitesse de 65 kil ,3. A 
quelle distance de Paris se rencontreront ces deux convois. 


P r L 

Représentons par la ligne droite PL le chemin de fer de Paris 
à Lille ; soit r le point de rencontre des 2 convois. On con- 
naît PL = 275,2, et il faut trouver Pr ; soit Pr —x ; par suite , Lr= 
275,2 — x. 

Les deux convois partant à la même heure, l’un de P, l’autre 
de L, et arrivant en même temps à l’endroit r du chemin, mettent 
exactement le même temps, l'un pour parcourir Pr — x, l’autre 
pour parcourir Lr= 275.2 — x. Or le premier convoi parcourant 
52 kil ,2 par h cure , mettra , pour parcourir x kil -, autant d’heures 

X 

qu’il y a de fois 52,2 dans x ; heures ; le second faisant 

JL 
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27 1 \ 2 x 

65 kiI -,3 à l’heure parcourra x en — heures. Ces 

65,3 

deux nombres d’heures doivent être égaux ; on a donc l’équation : 
x 21U 2 x 

= “êb - ’ ou plus simplement ' 

x 274,2 — x 

422 = 653 


Il faut résoudre cette équation. 

En chassant les dénominateurs (67), on trouve : 


653.r = 274,2 X 422 — 422a: ; 


d’où (653 -f 422)x = 274,2 X 422, ou 1075a: = 274,2 X 422; 


d’où enfin 


x 


274,2 X 422 
1075. ‘ 


r 


Problème. Un autre jour, le premier convoi ci-dessus part de 
Paris à 8 h du matin ; le second de Lille à 8t>45 m du matin; à quelle 
distance de Paris se rencontreront les deux convois. 


i 

■ t 






M 


On ramène cette question au cas précédent comme il suit : En 

45 3 3 

45 m ou — d’heure = - d’heure, le premier train fait 42,2 x 7 ; 
60 4 4 

à 8 h 45 ra , c’est-à-dire, à l’instant même où le deuxième convoi part 

de Lille , le premier passe en un point M du chemin tel que PM= 

42“, 2 x? = 31 k ,65. 

4 

Soit toujours Pr = x ; Lr = 274,2 — x; dans le cas actuel, 
Mr = .r — 31,65. Les distances Mr et Lr sont parcourues dans 
des temps égaux ; le premier convoi, qui parcourt 42,2 à l’heure, 

x 31 65 

parcourra x — 31,65 en — — heures; le second, qui fait 


42,2 

65 k ,3 à l’heure , parcourra 274 k ,2 — x en 


274,2 - x 
65,3 5 
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d’où l’équation 


cours d’algèbre. 


x — 31,65 274,2 — x 


42,2 65,3 ' 

Il n’y a plus qu’à résoudre cette équation. 

« 

Problème. Un convoi est parti de Paris pour Lille avec une 
vitesse moyenne de 42 kil -,2 par heure ; à 8 h 45 m on fait partir une 
locomotive qui doit atteindre ce convoi à une distance de ^80 kilom. 
de Paris ; quelle vitesse moyenne faudra-t-il imprimer à cette loco- 
motive? 

Soit x la vitesse moyenne cherchée. 

La distance de 180 kilom, sera parcourue par le premier convoi 
180 

en — - heures. (V. les problèmes précédents.) La môme distance 
devra être parcourue par la locomotive en — . Mais la locomo- 

X 

45 3 

tive qui part 45 m = — heures = - heure plus tard que le con- 
60 4 

voi devra mettre 45 minutes de moins que ce dernier à franchir 
la distance de 180 kilom.; on a donc l’équation : 

180 _ _180 _ 3 
x ~ 42,2 4 

Équation facile à résoudre- 

Nous traiterons plus tard ces dernières questions d’une manière 
générale. 


ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A DEUX INCONNUES. 


70. Une équation du premier degré à deux inconnues , si elle 
est isolée , admet une infinité de solutions. 

Ex. : 5x+7y=34. 

Cette équation est équivalente à celle-ci : 

5x=34 — 7y. 

Si dans cette dernière nous donnons à y une valeur quelconque, 
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» * * 

y=b, nous obtenons une équation du premier degré à une seule 

inconnue de la forme Ar=lî, laquelle donne une seule valeur de 
x, x — a, correspondante h y=b. 

i En taisant y =b', on trouve une autre valeur correspondante de 
x, x = a', et ainsi de suite ; of» obtient autant de solutions que 
l'on veut de l’équation 5x = 3ù — ly ou de son équivalente 5x-f- 
7»/ = 35 . On dit alors que x et y sont indéterminés; que l’équa- 
» tion elle-même, 5.r -f 7/=3&, est indéterminée. 

On prouverait de raélne qu’une équation quelconque à plusieurs 
inconnues admet, en général , une infinité de solutions. 

Un problème dan$ lequel il y a plusieurs inconnues n’est donc 
pas déterminé quand on ne peut établir qu’une équation entre ces 
inconnues. 

Considérons maintenant un système de deux équations à deux 
inconnues. 

7</-{-5x=3ft. 

8y — 3x= h. 

7 i. Deux valeurs de x et y, x = U,y~2. par exemple , com- 
posent une solution d’un pareil système quand ces valeurs vérifient 
l’une et Vautre équation. 

En général, des valeurs de x, y, z,... x =a, y =b, z=c, etc., 
composent une solution d'un système d'équations, renfermant ces 
inconnues, quand ces valeurs vérifient successivement toutes ces 
équations. 

Résoudre un système d’équations à plusieurs inkonnues, c'est 
trouver toutes les solutions dont il est susceptible. 

Deux systèmes d'équation sont équivalents quand ils admettent 
exactement les mêmes solutions. 

Pour abréger, nous appellerons valeur convenable d’nne incon- 
nue une valeur de celte inconnue faisant partie d’une solution du 
système d’équations considéré; valeurs correspondantes de deux ou 
plusieurs inconnues, des valeurs de ces inconnues faisant partie 
d’une même solution du système. 

Procédons maintenant à la résolution d’un système de deux 
équations à deux inconnues. 

72 Le cas où une des équations ne renferme qu’une inconnue 
est le plus simple ; nous allons nous en occuper d’abord. 


> 
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% 


d) 

( 2 ) 


Ex.: '3x-\-ly=3k 

3æ= 12 

l 

Pour résoudre ce système , on tire de l’équation (2) la valeur <^e 
12 « 

x; x = — ■ = 4. On substitue cette valeur, à la place de x, dans 

O 

l’équation (1) ; ce qui donne l’équation à une inconnue, 5 X 4 + 

7,i/ = 34; d’où l’on déduit 7y = 34 —*20 = 14, puis y =2. On » 
en conclut que x = li, y = 2 composent l’unique solution du 
système. 

Démonstration. En effet , la deuxième équation ne peut être 
vérifiée que par la valeur x — 4- Toute valeur de x convenant au 
système proposé (1) et|2) devant vérifier l'équation (2), il s’ensuit 
que x= 4 est la seule valeur convenable de x. Mettant cette va- 
leur à la place de x dans l’équation (1), on trouve 5 X 4,4- 7 y= 

34, équation à une inconnue qui doit être vérifiée par les valeurs 
de y correspondantes à x=k. Mais cette équation 20 ly = 34 , 
n’admet qu’une seule valeur de y, y= 2. Le système proposé (1) 
et (2) ne saurait donc admettre d’autre solution que x = 4, y — 2. 
D’ailleurs il admet évidemment cette solution ; il est donc complè- 
tement résolu. 

73. Considérons maintenant deux équations renfermant toutes 
deux les deux inconnues : 

' ly-\-5x= 34 (1) 

- 8y — Zx = 4 (2). 

On ramène ce cas au précédent en remplaçant l’une des équa- 
tions données par une équation à une seule inconnue , sans chan- 
ger les solutions du système ; cela s’appelle éliminer une incon- 
nue. Il y a plusieurs méthodes d’élimination. 

1" méthode. Élimination par substitution (*). 

Regardant une des inconnues y comme trouvée, on considère 
chaque équation donnée comme n’ayant qu’une inconnue , x, par 
exemple. On déduit la valeur de cette inconnue de la première 
équation : 


(*) C’est la méthode que l’on doit préférer suivant le programme. , 


< 
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3/| — 7 V 

5x = 3/i — ly ; x = — (3) 


On remplace x par cette .valeur dans l’équation (2) ; ce qui 
donne : * 


8,-3 (^ = 4; 


(*> 


On résout ensuite cette équation à une seule inconnue. 

En chassant le dénominateur et effectuant la multiplication in- 
diquée, puis la soustraction, on trouve 40// — 102 -f- 21 y— 20; 
d’où 61y= 122 , puis y — 2. On met cette valeur' de y .dans l’é- 

34-14 20 

quation (3) ; ce qui donne x — = — - = 4. On conclut 

5 5 

de 14 que x = 4, y = 2 composent la seule solution qu’admette le 
système des équations (1) et (2) (*). 

Démonstration. Le système des équations proposées (1) et (2) 
équivaut à celui-ci : î 

34-7 y 


x — 


(3)1 


(m). 


8 y — 3a; = 4 (2) 


puisque l’équation (3) est exactement équivalente à l’équa- 
tion (1). 

Les valeurs trouvées x =4, y — 2 ont été obtenues par la ré- 
solution des équations suivantes : 


o _/34 — 7u\ 

8 *- 3 (~5 H 

34— 7v 

x = — - — 


( 4 )| 

(3)< 


(n). 


Ce dernier système (n) n’admet que la susdite solution x=U, 
y=2. 

Il nous suffira de prouver que les deux systèmes d’équation (m) 
et (n) sont équivalents. 


{ 


(') Nous croyons bien faire en isolant complètement la règle pratique de la 
démonstration; nous ferons de même pour chaque méthode d’élimination. 
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1° Toute solution# = a, y= 6, du système (m) est une solution 
(lu système (n). 

En effet , puisque x—a,y—b vérifient les équations (3) et (2),* 

on a les égalités : j • 

34 — 76 . 

a — ; 

5 

86 — 3 a=U. 


! 


Dans la dernière on peut remplacer a par la valeur égale 
3/| r ^ j ce qui donne‘ cette nouvelle égalité : 


86 


-(V) - 


laquelle prouve que ÿ = b vérifie l’équation (4) ; d’ailleurs l’équa- 
tion (3), commune aux deux systèmes (m) et (n) est , par hypo- 
thèse , vérifiée par x = a , y^çb, donc x= a, y — b composent 
une solution du second système (n). 

2" Toute solution x = a', y — b' du second système (n) est une 
solution du premier système (m). 

En effet, x — a', y = b' vérifiant le système (n), on a les éga- 
lités : * 

8 ,_ 3 (") = >, 

, 34 — 76 ' 

a = r • 

5 

« 

Dans la première de ces égalités, on peut mettre à la place 
de l’expression le nombre a’ qui lui est égal ; d’où cette 

égalité : 

86’ — 3a — 4 , 


laquelle prouve que l’équation 8y— 3,r=4 (2), du système ( m ), est 
vérifiée par #•= 1»', y = 6’ ; connue d’ailleurs l’équation (3), com- 
mune aux deux systèmes , est vérifiée par hypothèse , il est dé- 
, montré que la solution x=à, y = b' du système (n) est une so- 
lution du système (m). 
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Les deux systèmes sont donc équivalents. 

» Ayant résolu le système (n), on a trouvé la solution unique 
x—U, y = 2 ; donc les équations proposées n’admettent que cette 
solution x == k, y =2. Toute autre méthode d’élimination devrai 
donner uniquement x = 4, y = 2. 

• I 

74. 2* Méthode. Élimination par comparaison. 

Regardant une des inconnues, y, par cxcnjplc, comme trouvée, on^consi- 
dère chaque équation donnée cominc ne renfermant plus qu’une inconnue x, 
et on en déduit la valeur de cette inconnue. 

La première donne 5x=34— 7y, d’où x= — — (3). 

i 5 

La deuxième donne 8y — 4=3x, d’où x= ^ ‘ (4). 

On égale ensuite ces deux* valeurs de x; ce qui donne — . 1 ^ ■■■— (5) , 

5 3 

équation à une inconnue, de laquelle on déduit la valeur de cette inconnue. 
En chassant les dénominateurs, on trouve 102 — 21y=40y — 20. En trans- 
* posant les termes, et réduisant. On arrive à l’équation 122 = Gît/ ; d’où 
122 

y = -^p = 2. On substitue cette valeur au lieu de y dans l’une des équations 

-, 34— 14 20 

(3) ou (4) , dans (3) par exemple , ce qui donne x — — - — = — = 4 ; y = 2 , 

5 5 

% — \ composent la solution unique du système des équations proposées 
( 1 ) et, (2). 

Démonstration. Les équations proposées (1) et (2) équivalent à ces deux-ci : 


* = (3). 


& 

8y — 4 





f 


Mais les valeurs trouvées x=4, y=2 ont été obtenues par la résolution des 
équations 



34 — 7y 


x — 


8 ÿ — 4 
3 

34 — 7y 
3 


(&)• 

(3). 


(n). 


Il faut prouver que les deux systèmes d’équations (m) et (n) sont équivalents. 

1» Toute solution x = a, y — b du premier système (m) est une solution du 
second système (n). 

En effet, puisque x=a, y=b vérifient les équations (3) et (*), on a les 
égalités 


.,3 

y 

5 
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34 — 7D 
a =. 



Deux quantités égales à une troisième sont égales entre elles; des deux égalités 
précédentes résulte évidemment celle-ci : 

34 — 76 86 — 4 

' “H. ~T~ 

laquelle prouve que y= 6 vérifie la première équation (S) du système (n); 
comme d’ailleurs l’autre équation (3), commune aux deux systèmes, est déjà 
vérifiée par hypothèse, il est démontré que x=a, y = 6 vérifient les équations 
du système (n). 

2* Toute solution x=a\ y —b' du second système (n) est une solution du 
premier système (m). 

En effet, puisque x— a', y= b' vérifient les équations (5} et (3), on aies 
égalités 

34 — 7b' _ 8b’ — 4 
5 — 3 

34 — 7 b' 


De la comparaison de ces deux égalités résulte cette troisième : 



laquelle prouve que la deuxième équation (4) du système (m) est vérifiée par 
x= a’ , y = b' ; comme d’ailleurs l’équation (3) , commune aux deux systèmes , 
est vérifiée par hypothèse, il en résulte que x—a , y = 6’ composent une so- 
lution du premier système [m). 

Les deux systèmes (m) et (n) sont donc équivalents. Ayant résolu le sys- 
tème (n), on a trouvé la solution unique 4 , y =2; donc les équations pro- 
posées n’admettent que cette solution x— 4, y = 2. 

7o. 3* Méthode. Élimination par addition ou soustraction. 

7y + 5x = 34. (1) 

8y — 3x = 4. (2) 

On déduit des équations données deux équations équivalentes dans lesquelles 
une des inconnues , x par exemple , a le même coefficient. Pour cela , il suffit 
de multiplier les deux membres de la première équation par le coefficient 3 de x 
dans la deuxième, et les deux membres de la deuxième équation par le coeffi- 
cient 5 de x dans la première. On trouve ainsi ces deux équations , équivalentes 
respectivement à (1) et (2) (69). 
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21y+ 15x= 102 (3) 

40y — I5* = 20 ■ (4) 

Les deux coefficients égaux ayant des signes contraires, les deux termes en x 
se détruiraient dans la somme des deux premiers membres. A cause de cela , 
on .additionne les équations (3) et (4), membre à membre, ce qui donne 

61ÿ=122 (5). De cette dernière on déduit y = = 2. On remplace y par 

cette valeur dans l’une des équations proposées, dans (I), par exemple; ce 
qui donne l’équation, à une seule inconnue, 14 4-5x = 34, de laquelle on dé- 

duit facilement, x — — - — ■ — — — j. 

5 5 

y— 2, ®=4 forment une solution du système des équations proposées (1) 
et (2), la seule qu’il admette. 

Si les termes en x avaient eu le meme signe dans les deux équations , on au- 
rait retranché les équations (3) et (4) , membre à membre ; le reste , comme 
précédemment. 


Tableau du calcul par cette troisième méthode. 

* 

7y + Sx = 34 (l) 

8ÿ— 3x — 4 12) 

2iy + 15x= 102 , 

40y — 15x = 20 

61y= 122 



Substituant y = 2 dans (1), on trouve : 

34 — »/, 20 

T X 2 + 5x = 34 , d’où x = = — = 4. 

S 5 


Démonstration. Pour abréger l’écriture 
posées par 

A = B fl) 

A'rrrB' (2) ■ 


, représentons les équations pro- 
| (»)• 


On a substitué à ce système le suivant : * 

3A + 5A' = 3B + 5B< (5) | , 

A=B (1) | (">• 


Il nous faut prouver que ce» deux systèmes sont équivalents. 

1» Quand A = B, A' = I1’, on a évidemment 3A = 3B, 5A' = 6B', d’où 
résulta 

3A + 5A’ = 3B -f 5 B 1 . 

% - 

J 


t 
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Donc quand le système (m) est vérifié par des valeurs de x et y , le système (n) 
l’est aussi par les mêmes valeurs. 

2“ Si par certaines valeurs x=a! , y— b ' , on a ' 

ISA + SA 1 = 31! + 5 B' 

A = 11, . 

on conclut de A = B, 3A=311; et par suite puisque, en même temps 
3A + 5A' = 31} + 5B' , il faut bien que SA' = SB’ , d’où A' = B' ; ayant déjà 
A = B , on voit que le premier système (m) est satisfait par i = à ' , y — b 1 . 
Ainsi un des systèmes (m) et (n) ne peut être vérifié par des valeurs de x et y 
sans que l'autre le soit en même temps ; ces deux systèmes sont donc équi- 
valents. > . 

Or la résolution du système (n) des équations (5) et (t) a donné pour solu- 
tion unique x = 4, y —2. Donc les équations proposées (1) et (2) n’admettent 
que la solution s = 4, y =2. 

7 (>. Nous avons pris poür exemples des équations dans les- 
quelles les coefficients des inconnues sont des nombres entiers. 
Tout ce que nous avons dit s’applique au cas où ces coefficients 
sont fraefionndires. On peut d’ailleurs rendre entiers les coefficients 
de chaque équation en chassant les dénominateurs à l’aide de la 
règle du n° 67, qui s’applique aussi bien aux équations à plu*- 
sieurs inconnues qu’aux équations à une seule. L’équation à la- 
quelle ou on arrive est équivalente à la proposée (59). 

Nous avons supposé que chaque équation n’avait ‘qu’un terme 
cnx, un en y, et un seul terme connu. S’il en était autrement, 
on reviendrait à cette forme d’équatiod sans changer les solu- 
tions , en faisant passer dans un membre tous les termes conte- . 
naut les inconnues, dlns l’autre tous les termes connus, puis 
réduisant les termes semblables, et mettant chaque inconnue en 
facteur commun pour tous les termes qui la contiennent. 

5jc 7t/ i i 

Ex. : l’équation — = y + - se remplace facilement par 

celle-ci: 5a: — 28y = + 2. 

* ,, 5a-* 3,2» 4a: . . 7» , ,, , . 

L’equation, — — = se remplace d abord 

par celle-ci : • 

75a: — 135 + 72y = 240a: — 1080 -f 140y ; 
puis par celle-ci : 

* 165a: -f 68y = 945. , 
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77. Les trois méthodes conduisent aux mûmes calculs ; les 
multiplications qui sont faites dans les deux premières pour chas- 
ser les dénominateurs sont les mêmes que celles qui se font dans 
la troisième pour obtenir des coefficients égaux pour uné même 
inconnue. 

Quand une inconnue a le coefficient, 1, dans une des équations 
proposées, on emploie volontiers la méthode par substitution. 

Les simplifications dont le calcul est quelquefois susceptible se 
correspondent dans les trois méthodes. Quand les coefficients de 
l'inconnue qu’on élimine ont des facteurs communs, il y a lieu à 
simplification. 

Ex.: 5ÿ— 8x = 9, 

* Ty + 6x = 47. 


La méthode par comparaison conduisant à résoudre l’équation 
5y — 9 47 — ly . 

— = — -, on simplifiera en prenant pour dénominateur 


commun le plus petit multiple , 24 , de 8 et 6 , au lieu de leur 
produit , 8 x 6 ; ce qui conduit à de nouveaux coefficients deux 
fois moindres. 


La méthode par substitution conduisantà résoudre, — — 

8 

g 

= 47, on simplifiera en réduisant la fraction - à sa plus simple 

8 f 

expression, avant de chasser le dénominateur; d’où, pour la fin, 
des coefficients deux fois moindres. 

Enfin, dans la troisième méthode, on adoptera le plus petit 
multiple commun 24 de 8 et 6 pour coefficient commun , au lieu 
de 8 x 6 = 48; ce qui donne pour les équations suivantes des 
coefficients deux fois moindres. On doit toujours opérer ainsi dans 
les cas pareils; cela s’étend à des équations à un plus grand nom- 
bre d’inconnues. 

Quelle que soit la méthode employée, il faut choisir l’inconnue 
à éliminer de manière que les multiplicateurs 4 employer soient le 
plus simples possible. 

C’est 14 encore un conseil général pour des équations 4 un 
nombre quelconque d’inconnues. 
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ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ A TROIS INCONNUES. 

78. Il nous faut maintenant résoudre des équations à trois 
inconnues. 

Une équation à trois inconnues considérée isolément admet une 
infinité de solutions. 

Ex. : 5x — Zy -f- 2z = 30. 

On le prouve en donnant à y et à z deux valeurs quelconques , 
y = 1 , z = 2 , par exemple , puis déduisant de la proposée une 

29 

valeur correspondante de x ; x — L’équation admet la solu- ^ 
29 

tion y = 1 , z = 2 , x = — . En changeant arbitrairement les va- 
leurs de y et z, on obtiendra autant de solutions qu’on voudra. 

Un système de deux équations à trois inconnues admet une infi- 
nité de solutions, ou n'en admet aucune. 

Ex.: 5x — 3«/-f-2z = 20, hx- j-7y — 83 = 14. 

Donnons à z une valeur quelconque, z = 3 par exemple. Nous 
aurons ces deux équations à deux inconnues : 5x — 3 y -f- 6 = 20 , 
hx-\-ly — 24 = 14, qui , résolues , donneront généralement deux 
valeurs x = a, y = b. Le système proposé admettra évidemment 
la solution z = Z, x= a, y = b. En changeant autant de fois qu’on 
voudra la valeur de z, on aura autant de solutions qu’on voudra. 

79. Il nous faut donc au moins trois équations à trois incon- 
nues pour avoir un système déterminé ; occupons-nous d’un tel 
système. Examinons d’abord le cas où deux de ces équations n’au- 
raient que deux inconnues. 


7 y -j- 5x — 34. 

(1) 

8 y — 3x = 4. 

(2) 

Zy — 5a: -f- 4z = C. 

(3) 


Deux valeurs de x et y appartenant à la même solution du sys- 
tème proposé doivent vérifier les équations (1) et (2), composent 
une solution du système de ces deux équations. Nous sommes donc 
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conduits à résoudre ces deux équations nous le ferons par une 
des méthodes indiquées. On trouve ainsi une seule solution x—h, 
y = 2 ; ce sont les seules valeurs de a? et y qui puissent convenir 
pour le système proposé (1), (.2), (3). En mettant ces valeurs dans 
l’équation (3), nous avons une équation en z seul, 6 — 20 -\-hz 
= 6, qui donne une seule valeur de s correspondante à x = U, 
y = 1 ; en réduisant , on trouve kz = 20 , ou z = 5. Le système 
des trois équations données admet donc la solution x — U, y = 2 , 
z = 5, et n’admet que celle-là. 

80. Quand deux des équations données, ou toutes les trois, 
renfermeront les trois inconnues , on ramènera la question au cas 
précédent, en remplaçant le système par un système équivalent 
comprenant deux équations à deux inconnues seulement; cela 
s’appelle éliminer une inconnue. 

Pour faire celte élimination , on peut employer l’une quelconque 
des trois méthodes précédemment exposées. Ces méthodes s’ap- 
pliquent à un nombre quelconque d’équations renfermant autant 
d’inconnues qu’il y a d’équations. 

Ex. : Soit à résoudre le système : 

8 x — 5y-fàz = 39 (1) 

lOx — ky — 7z = 12 (2) 

3x -f- 2y — 5z = 8 (3) 

élimination par substitution. 

On tire de l’équation (1) la valeur de x en y supposant y et z 

39 _i_5« h* 

connus; on trouve ainsi x= — -L-p (à) ; on substitue cette 

8 

valeur à la place de x dans les deux autres équations proposées 
(2) et (3); on obtient ainsi deux équations à deux inconnues. 

1> ( 39 + »!'-a * )_ i|ÿ _ 7i ;_ 12 ( 5 ) 

3 ( 39 + 5 ;-' l ? ) + 2»-5s = 8 . , 6 ) 

On résout ces équations par l’une des trois méthodes précé- 
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demment indiquées; on ne trouve qu’une seule solution du sys- 
tème»/ =5, z =4. On substitue ces valeurs de y etz dansl’équa- 

394-25 — 16 58 

lion (4), laquelle donne * — = — = 6. On conclut 

8 8 

de là que *=6, y = 5, z — h composent une solution du système 
des équations proposées , la seule qu’il admette. 

Démonstration. Le système des équations proposées équivaut 
à celui-ci : 

x= Z9±^-Uz , 

10*— 5 ÿ -7s=12 (2)/^’ 

3* + 2y— 5z—8 (3)) 

puisque l’équation (A) est exactement équivalente à l'équation (1). 

Les valeurs trouvées* =6, y — b , z = U ont été obtenues par 
la résolution des équations suivantes : 

39 + 5»/ — Uz 
X ~ 8 

Ce système (n) n’admettant que la susdite solution, il nous faut 
prouver que les deux systèmes d’équations (m) et (n) sont équi- 
valents. 

1° Toute solution du système ( m ), x=a, ÿ — b, .s=c, est une 
solution du système (n). 

Puisque *=a, y=b, z=c vérifient les équations (2), (3), (4), 
on a les égalités : 

39 + 56— Ac 
a = 8 

10a— 46 — 7c = 12 
3a + 26 — 5c = 8. 

Dans les deux dernières, on peut remplacer a par la valeur 


(5) J 

(6) j (n). 

( 4 )) 
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8 


-, ce qui donne ces deux nouvelles égalités : 

.«.(39+56 — Uc) ,, _• jn 

10 v — - 66 — 7c= 12. 


* 8 

39+ 56 — 6c 
8 ' 


+ 26— 5c = 8. 


Ces deux égalités prouvent que x = a, y=b, z—c vérifient les 
deux équations (5) et 16) du système (n). Comme elles vérifient la 
dernière équation (a) de ce système, par hypothèse, elles compo- 
sent une solution de ce système. 

2° Toute solution x = a', y = b', z=ç' du système (n) est une 
solution du système (m). 

En effet, x=a', y — b', z—c' vérifiant les équations(5) et, (6) 
et (6), on a les trois égalités : 




a= 


39+56'— 4c' 
8 ‘ ‘ 


Dans chacune des deux premières on peut mettre à la place 
du nombre ci le nombre équivalent — — ; ce qui donne 

O 

les deux nouvelles égalités : 


10a' — 66' — le' = 12, 

3a'+26' — 5c' = 8, 

lesquelles, avec la troisième précédente, démontrent que x — d, 
y — b', s —c' vérifient les 3 équations (2), (3), (6) du système (m). 
J,es deux systèmes sont donc équivalents. C. Q. F. D. 

81. 2' méthode. Élimination par comparaison. 

On déduit des trois équations successivement les valeurs de la 
même inconnue, de x, par exemple : 


,_e±s=s w ,.. 


12+6y+7z 

10 




8— 2ÿ+5s 


,( 6 )- 
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On exprime que ces trois valeurs de x sont égales entre elles , 
ce qui donne deux équations à deux inconnues. 


39-l~5ÿ— 4 s 
8 

39-f5y— 4 z 
8 


12-f4ÿ + 72 
10 

(7) 

8— 2y + 5 2 
3 

( 8 ) 


On résout ces deux équations ; ce qui donne un seul système 
de valeurs convenables de y et de z; y=5,-2=4. On porte ces 
valeurs de y et 5 dans l’une des valeurs (4), (5), (6) de x, dans 

’ , _ . . 394-25 — 16 „ „ , 

(4), par exemple; on trouve ainsi x = — — - =6. En joignant 

, O 

cette valeur de a; à celles de y et z, on obtient x=6, y = 5, 
z — h pour solution du système proposé; c’est la seule solution 
qu’admette ce système. 

On le démontre de la même manière qu’au n° 74 ; il suffit de 
prouver que le système des équations (7), (8), (4) est équivalent 
au système des équations (4), (5), (6), qui sont elles-mêmes équi- 
valentes aux équations (1), (2), (3). 

82. 3' méthode. Élimination par addition ou soustraction. 

Sx — 5y -\-Uz— 39. (1) 

lOx— 4y — 72=12. (2) 

3x4-2y — 5 z= 8. (3) 

On élimine l’une des inconnues, y par exemple , entre les équa- 
tions (1 et (3) d’abord. Pour cela, il suffit de multiplier les deux 
membres de la l r * équation par 2, et ceux de la 3' équation par 5; 
ce qui donne : 

16x— 10ÿ4- 82 = 78 (4) 

lôx+lOj/— 252 = 40, (5) 


, puis d’additionner membre à membre les deux équations (4) et (5) 
ainsi obtenues. On trouve ainsi l’équation à deux inconnues : 

Six — 172 = 118. (6) 

Ensuite on élimine la même inconnue y entre (2) et (3) ; pour cela, 
remarquant que le coeflicient de y dans (2) est double du coeffi- 
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cient de y dans (3), on multiplie les deux membres de l’équation 
(3) par 2, ce qui donne 6;r+ft ij — 10s=16 (7), puis on additionne, 
membre îi membre, les équations (2 et (7); ce qui donne une nou- 
velle équation à deux inconnues : 

16x — 173 = 28. (8) 

On résout le système des équations (6) et (81, ce que nous 
avons appris à faire. Ce système admet pour solution unique x=G, 

s — h. 

Cela fait, on remplace x et z par ces valeurs dans l’une des 
équations données, par exemple, dans l’équation (3), qui est la 
plus simple; on trouve ainsi : 

18 + 2y — 20 = 8; 


d’où 2y=28 — 18 = 10, et y = 5. 

x—6, y =5, x=U composent une solution du système des équa- 
tions données; ce système d’équations n’admet que cette solution. 

En effet, il suffît, pour le prouver, de démontrer que le système 
proposé des équations (1), (2), (3), équivaut absolument au sys- 
tème des équations (6;, (8) et (3), qui admet cette unique solution. 

Pour cette démonstration, on fait comme au n° 75; on repré- 
sente , pour plus de simplicité , les équations proposées de cette 
manière : 

A = B (1) \ 

A' = B' (2) (»). 

A"=B" '(3)) 

On observe que le 2 e système, d’après les calculs effectués, n’est 
autre que celui-ci : 

2a +5A"=2B +5B" (6)1 
A'-j-2A"= B+2B" (8) J (»). 

A" = B" (3) ) 

Toute solution du système (m) est évidemment une solution du 
système (n), car si A=B, A'=B', A '=B", certainement 

2A + 5A' = 2B+ 5B" ; A'+2A"= B'+ 2B". 
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Réciproquement, si pour certaines valeurs de x, y. z, les équa- 
tions ( n ) sont vérifiées, les équations (m) seront vérifiées par ces 
marnes valeurs. On le voit facilement comme au n° 75. 

Voici le tableau du calcul d’après cette dernière méthode : 


8x— 5y+ 4z = 39 (1) 
tOx- hy- 7z=12 (2) 

3^-f- 2y~ 5z= 8 (3) 

16.r— tOu+ 8*=78 (4) 

de y. lax-j-lOy— 2 dz=40 (5) 

Additionnant (4) et (5), on trouve 
l’équation (6). 

^élimination / I0ar—4y— 7 = 12 (2) 


de y enire J 
(2)el(3). < 


6x+4y — 10z==lfi. (7) 


Additionnant (2) et (7), on frpuye 
l’équation (8). 


31x — 17z=l 18 (6) 

lfi.r— 17z= 28 (8) 

z ayant dans (6) et (8) le même coef- 
ficient précédé du même signe, on 
soustrait (8) de (6) , membre à membre. 

15x = 0 (9) 

= - = 6 

15 

En substituant x = 6 dans (8), on 
trouve 16x6 — 17==28; d’où 

96— 28=17z; 68=17z et z=h. 

Enfin, faisant x— 6, z— 4 dans (3), 
on trouve : 

3 X 6+2y — 5 x 4 = 8; d’où 
8 + 20—18 


y — 


= 5. 


Remarque. Au fur et à mesure qu’on obtient une équation à deux 
inconnues , on l’écrit à part , de manière à avoir, l’une sous l’autre, 
les deux équations à deux inconnues. « 

85. Notre raisonnement est éminemment général et s’applique 
à un système quelconque de m équations à m inconnues. En effet, 
supposons qu'on vienne de le faire avec succès pour m — 1 équa- 
tions à m — 1 inconnues ; en l’appliquant au système de m équa- 
tions à m inconnues, on fera dépendre la résolution de ce sys- 
tème d’un autre système de m— 1 équations àm— 1 inconnues, et 
tout sera fini ; la vérification des valeurs trouvées se faisant en se- 
cond lieu comme nous l’avons montré. , 

Nous pouvons donc donner une règle des plus générales pour 
la résolution d’un système quelconque d’équations données, en 
nombre égal à celui des inconnues qu’elles renferment. 

, ij 

• ’t 

• * i 

1 

? 

« ♦ 
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Règle. Pour résoudre un système de ra équations à ni incon- 
nues , on commence par éliminer une inconnue entre l’une de ces 
équations, la première, par exemple, et chucune des m — 1 autres. 
On emploie pour cela l’une des trois méthodes que nous avons in- 
diquées. On obtient ainsi ni' — 1 équations à m — 1 inconnues, 
qui, avec l’une des proposées, composent un système équivalent au 
proposé. On élimine ensuite une nouvelle inconnue, entre l’une des 
in — 1 nouvelles équations et les m — 2 autres , considérées succes- 
sivement; on obtient ainsi m — 2 équations à in — 2 inconnues, 
qui , avec une des m — 1 équations à m — 1 inconnues et celle des 
proposées dont nous avons parlé, forme un système équivalent au 
proposé. On continue ainsi à éliminer une inconnue dans chaque 
nouveau système jusqu'à ce qu’on arrive à une équation à une seule 
inconnue. Cette équation donne une valeur de cette inconnue, que 
l’on porte dans la plus simple des équations à deux inconnues que 
l’on a eues précédemment ; on obtient ainsi la valeur d'une deuxième 
inconnue. On porte les valeurs des deux inconnues trouvées dans la 
plus simple des équations « trois inconnues ; ce qui donne la valeur 
d’une troisième inconnue; et ainsi de suite, jusqu'à ce que, étant 
remonté jusqu'à l’une des m équations données, on ait obtenu la 
valeur d’une iu lè0,e inconnue. 

Remarque. En conservant une équation d’un système, pour la 
joindre aux équations ayant une inconnue de moins dans le sys- 
tème suivant , on peut prendre celle que l’on veut dans ce système; 
c’est la plus simple que l’on choisit. Ex.: nous avons choisi en 
dernier lieu (n° 82) l’équation (3). 

Pour éliminer une inconnue entre n équations à n inconnues, 
il n’est pas non plus nécessaire de combiner une même équation 
avec les « — 1 autres ; on combine les équations deux à deux , 
d’une manière arbitraire, jusqu’à ce qu’on ait un système de n — 1 
équations ayant au plus n — t inconnues. 

84. Voici un exemple : 


Ux — 5?; + 33 — 2<=10 

(*) 

3x-\-2y — 5 z — Ut— 12 

(2) 

6a; — Uy — 2z + 3/ = 19 

(3) 

5a: — 6ÿ — z -f- 6< = 8. 

W 


l 

Nous allons éliminer t par la troisième méthode 


Digitized by Google 



76 


COU BS D’ALGÈISKE. 


D’abord entre (1) et (2) ; on double l’équation (1), et on la com- 
bine avec (2), par soustraction : 

8a: — 10y + 6c — Ut — 20 

3a: + 2y — 5z — = 12 (2) 

5x — 12ÿ+llz =8. (5) 

Puis entre (3) et {/»); on double (3), et du résultat on retranche (4). 

12a: — 8 y — 4* -{- 6f = 38 
5a: — 6y — z -f- = 8 (4) 

7a:— 2ÿ- 3s = 30. (6) 

Enfin, nous combinons (1) et (3); on multiplie (1) par 3, et l’é- 
quation (3) par 2 , puis on ajoute les résultats. 

12a: — 15y -f 9z — 6< = 30 
12a-— 8y — 4s + 6f = 38 

24a: — 23y -f 5 s = 68. (7) 

Il nous faut maintenant éliminer une inconnue entre les équa- 
tions (5), (6) et (7). Nous éliminerons y. 

D’abord entre (5) et (6). On multiplie l’équation (6) par 6, et 
on retranche l’équation (5) de l’équation obtenue. 

42a: — 12y — 18s = 180 
5a: — 12y -j- Ils = 8 

37a: — 29z=’l72. (8) 

On combine ensuite (6) et (7). On multiplie l’équation (6) par 23, 

et (7) par 2, puis on retranche encore, membre à membre. 

» 

161a: — 46y — 69s = 690 
48a: — 46y-)-10s=136 

113a:- 79s = 554. (9) 

Il nous faut maintenant éliminer une inconnue entre (8) et (9) ; 
nous éliminerons s. Il faudra encore soustraire. 
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2923# — 2291z = 13588 
3277a;— 2291* = 16066 

35&r = 2Ù78. (10) 


Cette dernière équation donne x = 7. 

On porte dette valeur dans l’équation (8), qui devient 


d’où 


37 x7 — 29; = 172, 

37 X 7—172 _ 259 — 172 _ 87 
29 — 29 — 29 


On fait ensuite x = 7, z = 3, dans l’équation (6), on trouve : 
7x7 — 2j/— 3X 3 = 30, 
d’où on déduit y — 5. 

On porte enfin les valeurs trouvées x= 7, y =5, z = 3 dans 
l’équation (1), on trouve : 

Ux 7 — 5 X 5+3 X3-2< = 10, 
laquelle donne t=l. 

Nous avons donc une solution unique , ainsi composée : 

x=l, y = 5, z = 3, «= 1. (*) 

Le lecteur peut remarquer que nous avons profité de toutes les 
simplifications qui se présentaient ; nous l’engageons à faire aussi 
attention à la manière de choisir les équations pour les combiner 
deux à deux. C’est la pratique qui habitue aux simplifications , 


(') Les systèmes équivalents dont parle la règle , et qui se succéderaient dans 
le raisonnement, sont Tes suivants; il est peu important de les considérer dans 
la pratique. 

l* r système. 

Le système proposé des équations (1), (2), (3), (4). 


2* système. , 

3' système. 

4* système. 


4x — 5y + 3ï — 2t=10 (t) \x 

-5y+3î-2 1 = 

10 (1) 4x — 5y + 33 — 21= 

10 (1) 

5x— 12y + 113=8 (5) 

7x — 2y — 33=3(1 

i (G) 7 x — 2y — 3 ï = 30 

(«> 

7x—2y— 33=30 (6) 

37x — 293=172 

(8) 37® — 292=172 

(8) 

24s— 23y + 5;=68 (7) 

M3x— 79ï = 5âi 

(9) 354x = 2478 

(10) 
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dont aucune ne doit Cire négligée ; nous en indiquons plus bas une 
autre des plus importantes (8(i). 

8iî. Si une ou plusieurs équations renfermaient des coefficients 
ou des termes fractionnaires, on commencerait par les ramener à 
la forme entière avant de commencer les éliminations (76). 

S’il y avait dans une équation plusieurs termes renfermant la 
môme inconnue, on la ramènerait à la même forme que les pré- 
cédentes en réduisant les termes semblables, ou mettant chaque 
inconnue en facteur commun (76). 

8(>. Il peut arriver qu’une inconnue ou plusieurs inconnues 
n’entrent pas dans toutes les équations du système. Alors l’élimi- 
nation est moins longue; voici. la marche que nous conseillons 
pour ce cas 

On remarque l’inconnue qui entre le moins souvent dans les 
équations. On élimine cette équation entre les n équations qui la 
contiennent, de manière à obtenir n— 1 équations indépendantes 
de cette inconnue. On joint A ces équations celles des équations 
proposées qu’on n’a pas employées; on a ainsi m — 1 équations 
, à wt— 1 inconnues ; on y remarque encore l’inconnue qui eulre 
le moins souvent , et on l’élimine des équations qui la contien- 
nent, et ainsi de suite. Quand on arrive à un système dont cha- 
que équation contient tontes les inconnues restantes, ou rentre 
dans la règle générale. 

Si une inconnue n’entre que dans une équation , on doit ré- 
soudre les m— i autres, puis remplacer dans l’équation réser- 
vée toutes les inconnues, moins une, par leurs valeurs trouvées; 
on déduit de l’équation résultante la valeur de celle dont nous 
parlons. 

Nous allons encore prendre pour exemple un système de cinq 
équations à cinq inconnues telles que toutes ne contiennent pas 


les cinq inconnues. 

• f 

,3.r — 5y-|-Az = 25 (1) 

hx— 3y-f2=— 2u^=7k (2) 

5a:— 3f = 20 . ' (3)' 

lOy— 3s— 5u = 12 ' (U) 

7y — 2< r -j-Au = 26. (5) 


L’inconnue qui entre le moins souvent est f; elle n’entre que dans 
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les doux équations (3) et (5) ; nous l’éliminons entre ces deux équa- 
tions. Nous multiplions (3) par 2, et (5) par 3, puis nous retran- 
chons, membre à membre : 

10*— 61=40 * 

21 y— 6f-f 12 m = 78 

21y — 10*-J-12 m = 38. (6) 

L’équation (6) compose avec(l), (2) et (4), un système de quatre 
équations à quatre inconnues. 

x, u et z entrent chacune dans trois équations ; on peut choisir 
entre elles pour l’élimination Nous choisissons z à l’inspection 
des coellicients , comme devant donner lieu aux calculs les plus 
simples. Nous doublons (2), et nous retranchons du résultat l’équa- 
tion (1). 

( . 8# — 6j/-(-4js — 4m = 48 

3# — 5y-j-42 = ‘ 25 

• ( 5* — y — 4w=23. (7) 

, Nous éliminons ensuite z entre entre (2) et (4); pour cela, nous 
multiplions (2) par 3, puis (4) par 2, et nous ajoutons les résultats, 
membre 4 membre. 

J2*— — 6m = 72 
20;/ — 6 z — 10m = 2*4 

12* — j-lly — 16 m.-=96. (8) 

z est éliminé. L’équation (5) et les équations (7) et (8) compo- 
sent un systèpie de trois équations à trois inconnues renfermant 
chacune les trois inconnues. Nous allons éliminer entre elles l’in- 
connue y. f * 

Nous multiplions (7) par 21, et nous ajoutons l’équation résul- 
tante , membre à membre , avec (6). • 

105*— 21y— 84 m = 483 , 

21y 10 x+12m = 38, 

9“kt — 72u = 521. , (9) 
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Nous multiplions l’équation (7) par 11, et nous ajoutons l’équa- 
tion résultante avec (8) membre à membre, nous trouvons ainsi : 

67a: — 60u = 349. (10) 

• 

Nous voilà arrivés à deux équations à deux inconnues, x et u. 
Nous éliminons u; pour cela, nous multiplions (9) par 5 et (10) 
par 6 ; puis nous retranchons le 2 e résultat du 1 er . 

Nous trouvons ainsi 73a: = 51 1 ; ce qui nous donne x = 7. 

Nous portons cette valeur dans l'équation (10). 67x7 — 60u 
= 3à9 ; d’où u = 2. 

Nous faisons x—1, u=2 dans l’équation (7;, ce qui donne 5x7 
— y— ùx2 = 25; d’où y = U. 

En faisant y — U, u = 2 dans (à), nous avons 10 xù — 3z — 5 x 
2 = 12; d’où z — 6. , 

En remplaçant x par 7, dans (3), on trouve t — 5. 

De sorte que nous arrivons à une solution unique ainsi com- 
posée : 

x = l, y— U, 2=6, l = 5, u = 2. 

Nous savons maintenant résoudre un système de m équations 
à m inconnues. 

117. Problème. Le père et le fils travaillent ensemble chez un 
particulier ; pendant un mois le père fait 24 journées, le fils en fait 
19, etils reçoivent 117 fr. pour leur payement. Ils y retournent une 
autre fois ; le père fait 21 journées, le fils en fait il, et ils reçoivent 
156 fr. 

Combien gagnaient-ils chacun par jour? 

Soient x le gain journalier du père et g celui du fils. 

La première fois ils ont gagné, à eux deux , 2ùx-|-19i/; la 
deuxième fois ils ont gagné 21x-j-17y. D’après l’énoncé, x et y 
doivent être tels que l’on ait 

t 

24x-f-19y = 177 * 

et 21x-fl7y = 156. (2) 

Voilà le problème mis en équation :,il faut maintenant ré- 
soudre. 

Pour cela , nous employons la méthode par réduction ; 2U et 21 


Digitized by Google 



ÉQÜATIONS DD l" DEGRÉ. — PROBLÈMES. 81 

ayant le facteur commun 3. nous éliminerons x. 11 suffit de mul- 
tiplier l’équation (1) par 7, l’équation (2) par 8, et de retrancher 
ensuite la première équation de la deuxième. On arrive ainsi à 
1 équation 136// 133//=1248 — 1239, laquelle se réduit a 3»> — 9 • 
d’où j/=3.' #0; ■ - ■ , 

En mettant cette valeur de y dans l’équation (2), on en déduit 

x — 5. 

■ SV 1 

Le père gagnait 5 fr. par jour et le fds 3 fr. 

88. Problème. Une personne possède un capital de 30,000 fr. 
qu’elle fait valoir à un certain intérêt; mais elle doit 20,000 fr. 
iont elle paye un autre intérêt; l'intérêt qu’elle retire surpasse celui 
quelle paye de 800 fr. 

Une autre personne possède 35,000 fr. qu'elle fait valoir au se- 
cond taux d’intérêt ; mais elle doit une somme de 24,000 fr. dont 
elle paye l'intérêt au premier taux ; ce qu’elle retire surpasse de 
300 fr. ce qu’elle paye. Quels sont les deux taux ? 

4 Désignons par x le premier et par y le second. 

On trouve facilement que l’intérêt que retire la première ner- 
. a: X 30000 

• sonne es > ou 300a;; que l’intérêt qu’elle paye est 

//X20000 

— - , ou 200 y. L’excès du premier intérêt sur le second étant 

30Uar— 200//, on doit avoir d’après l’énoncé 300a:— 200.y=800. 
On trouve de même que la deuxième personne retire un intérêt 

égal à “Tïiïr^ ou 35 °ÿ’ et P a ye un intérêt égal à — ° 00,r 0 u 
. 100 î 

240a;. x et y étant trouvés, on vérifierait la seconde condition du 
problème en voyant si 350y — 240a^=310. 

La mise en équation conduit donc aux deux équations ; 30üx- 
200y = 800; 350y— 240a; = 310. On voit facilement que ces deux 
équations peuvent être simplifiées; en divisant les deux membres 
de la première par 100, et ceux de la deuxième par 10, on ob- 
tient ces équations équivalentes, mais plus simples : 

t 3a; — 2y=8 ^ 

35y— 24«=31. /2) 

Nous résoudrons encore ces équations par la méthode d’addi- 
tion ou de soustraction. * 

J * 1 

‘ 6 
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Nous multiplions la première par 8, et nous additionnons afcec 
la seconde; on trouve ainsi 35ÿ — 16ÿ=31-f-64, ou 19ÿ— 95. De 
là on tire y=5. 

En mettant cette valeur de y dans (2), on en déduit x==6. 

Le premier taux est donc de 6 pour 0/o, et le second de 5. 

89. Problème. Cn homme qui s’est chargé de transporter des 
vases en porcelaine de trois grandeurs a fait ce marché , qu’il 
payera autant pour chaque vase qu’il cassera qu’il recevra pour 
chaque vase rendu en bon état. 

On lui donne d'abord deux petits vases , quatre moyens et neuf 
grands ; il casse les moyens , rend tous les autres, et reçoit 28 fr. 

On lui donne ensuite sept petits vases, trois moyens et cinq grands. 
Cette fois il rend les petits et les moyens, mais casse les cinq grands; 
il reçoit 3 fr. 

Enfin, on lui remet neuf petits vases, dix moyens et onze 
grands) il casse les derniers, rend les autres et ne reçoit que A fr. 

On demande ce qu’on a payé pour le transport d’un vase de 
chaque grandeur. £ “ 

Désignons par x le prix du transport d'un petit vase, y celui 
d’un moyen , * celui d’un grand. 

Au premier voyage le porteur a gagné 2x 4- 9 5 — Uy; au deu- 
xième , Ix + 3ÿ — 5z; au troisième, 9ar -|- lOy — lts. x, y, z 
étant connus , on vérifierait le problème en vérifiant les équations 
suivantes : 

2x + 9z — Uy = 2S (1) 

7x+ 3y — 5z = 3 (2) 

' 9x + 10y — iiz= k. * ' (3) 

* *' 

Ce sont les équations du problème ; il n’y a plus qu’à les ré- 
soudre. 

On trouve, en appliquant l’une des méthodes d’élimination , que 
ce système admet pour unique solution , x = 2 , y = 3 , z = U. 

La réponse est donc : le prix du transport pour un petit vase 
était 2 fr. ; pour un moyen, 3 fr.; pour un grand, h fr. 

90. Voici quelques énoncés de problèmes à résoudre. 

L’aiguille des heures, l’aiguille des minutes et l’aiguille des se- 
condes sont ensemble à midi. On propose de déterminer les heures 
des rencontres des aiguilles deux à deux, de midi à minuit, et le 
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nombrt des rencontres. On demande si elles se trouveront toutes 
trois ensemble dans cet intervalle. 

Un père a 42 ans, son fils en a 11 : dans combien de temps l’âge 
du père ne sera-t-il que le double de l’âge du fils? R. 20 ans. 

Un père a trois fois l’âge de son fils, plus 5 ans ; dans 14 ans 
il n’en aura plus que le double. On deinande les deux âges. R. 9 ans 
et 32 ans. 

1 kilogramme d’eau de mer contenant 50 grammes de sel, com- 
bien faut-il y ajouter d’eau douce pour qu’un kilogramme du mé- 
lange, qu’on formera ainsi , ne contienne plus que 20 grammes de 
sel ? R. 1 kilog. 1 /2. 

A quel endroit doivent se rencontrer les convois de Paris à Ver- 
sailles (rive droite)? On sait que le premier fait 36 kilomètres à 
l’heure, et le deuxième 33. La distance est de 23 kilomètres, et le 
deuxième part 25 minutes avant le premier. R. 4 k. ï 9/23 de Paris. 

Un particulier doit payer trois billets à la même personne 
savoir: 2,832 fr. dans trois mois ; 2,560 fr. dans neuf mois; 
1,650 fr. dans seize mois. Il paye le tout en une Seule fois, et 
donne 6,842 fr. Combien de temps a-t-il attendu pour faire ce 
payement? ‘ 

Deux fontaines versant uniformément leur eau dans le même 
bassin, on demande en combien de temps, si elles coulent ensemble, 
elles rempliront le bassin supposé vide? On sait que la première, 
coulant seule, remplirait le bassin en 7 heures, et que la seconde, 
coulant seule, remplirait le bassin en 9 heures. R. 3 h 56' 15''. 

Cinq joueurs conviennent que le perdant doublera l’argent des 
quatre autres. Après cinq parties, le premier a 80 fr., le deuxième 
40 fr., le troisième 20 fr., le quatrième 40 fr., et le cinquième 5 fr. 
Trouver ce que chaque joueur avait en entrant au jeu, sachant 
que les joueurs ont perdu chacun une partie dans l'ordre indiqué 
précédemment. 

Un renard poursuivi par un lévrier a 60 sauts d'avance. Il en 
fait 9 pendant que le lévrier n’en fait que 6 ; mais 3 sauts du lé- 
vrier en valent 7 du renard. Combien le lévrier doit-il faire de 
sauts pour atteindre le renard ? R. 72. 

36 kilogrammes d’étain perdent dans l’eau 5 kilogrammes , et 
23 kilogrammes de plomb perdent dans l’eau 2 kilogrammes. Une 
composition de plomb et d’étain pesant 120 kilogrammes perd dans 
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» , 

l'eau tZi kilogrammes. Combien g a-t-il de plomb et d’étain Sans 
la composition? 

Connaissant les longueurs des médianes d’un triangle, calculer 
les 3 cô'és. 

La pesanteur spécifique du fer en barre est,!, 79; celle du zipic 
fondu, 6,86',- celle de l’anthracite , 1, 8. Combien faut-il unir de 
kilogrammes de fer en barres et de kilogrammes d’anthracite pour 
obtetiir un poids de 150 kilogrammes ayant la pesanteur spécifique 
du zinc ? ’ , 

Hiéron, roi de Syracuse , avait remis à un orfèvre 10 livres d'or, 
pour faire une couronne qu’il voulait offrir à Jupiter. Le travail 
étant achevé , la couronne se trouva du poids de 10 livres; mais le 
roi , soupçonnant que l’orfévre avait allié de l’argent à l’or, con- 
sulta Archimède. Celui-ci, sachant que l’or perd dans l’eau les 
52 millièmes de son poids, et que l’argent y perd les 99 millièmes 
du sien , détermina le poids de la couronne plongée dans l’eau , et 
trouva qu’il fiait de 9 livres 6 onces ; ce qui fil reconnaître la fraude. 
Un demande combiep il y avait de livres de chaque métal dans la 
couronne? ’ , k 

f * . . . r 

On demande quel est le nombre de quatre chiffres qui jouit 
des propriétés suivantes : 1° la somme des deux premiers chiffres 
pris, soit à sa droite, soit à sa gauche, est égale à 1; 2" le chiffre de ses * 
unités est le triple de celui des centaines ; 3 “enfin, si on écrit ses 
quatre chiffresdans un ordre contraire , le nombre augmente de 909. 

« 1 

Des quantités négatives. 

« 

91. Lorsqüe, dans la résolution d’une équation du premier 
degré , on a fait passer tous les termes inconnus dans un membre, 
et tous les termes connus dans l’autre , on applique textuellement 
à chacun des membres d’équation ainsi obtenus la règle du n° 9 
pour la réduction des termes semblables, les nombres, quels que 
soient leurs signes, étant traités comme des termes semblables 
entre eux (*). C’est ainsi que nous avons constamment opéré. 


(*) Règle. Pour remplacer par un terme unique tous les termes d’un poly- 
nôme semblables entre eux , on fait , d’une part , la somme des coefficients pré- 
cédés du signe + ; d’une autre part, la somme des coefficients précédés du 

* I * 
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Cette application textuelle de la règle du n° 9 conduit parfois à 
des résultats singuliers qu’à dessein, et pour plus de simplicité , 
nous avons jusqu’ici passés sous silence * mais qu’il nous importe ■ 
actuellement d’étudier. 

1" Exemple. Dans le premier problème traité n° 69 , celui des 
oranges, nous avons été conduit à cette équation. 

i 6a; — 72 -\-2x-{-x-\- 6 + 156 = 12a:. (a) 

Pour la résoudre , il n’v a , au premier abord , aucune raison , 

• de faire passer les termes en x dans un membre plutôt que'dans 
un autre. Si nous les faisons passer dans le premier membre, ce 
qui est assez naturel , nous arrivons à ce résultat singulier 

% 

— 3a: = t 90. (!) 

I 4 

Chaque membre se compose d’un seul monome précédé du 
signe — . 

' ' 2? Exemple. Un père a kl ans ; son fils en a 18 ; <i quelle époque 

l'âge du père sera-l-il le triple de l'âge du fils ? 
i Supposons que cèla ait lieu dans x années. Dans x années l’âge 
du père sera â2 celui du fils 18 x; à cette époque l’âgé 

du père doit être le triple de l’âge du fils ; on a donc l’équation 

* * 

02-far = (18 + a?)X 3. » 

• • ' . 

Effectuant la multiplication, on trouve 


, * k2 4- x = 5k + Sx. 

On peut rassembler les termes en x dans le premier membre 
ou dans le second. Si nous les rassemblons danç le premier, nous 
trouvons x — 3x — 5â — U2; puis , réduisant les termes sem- 
blables en appliquant littéralement la règle du n° 9 , on arrive à 
l 

' » t- 2x =12. ’ (2) 

t 1 

Si au contraire nous transpôsons les termes en x dans le second 


signe — ,• on retranche la plus petite somme de la plus grande. On donne au 
reste le signe de la plus grande somme obtenue ; puis on écrit à la place de 
tous les termes semblables ainsi considérés un terme semblable à eux, ayant 
pour coefficient le résultat de l'opératioh précédente. 


t 
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membre, nous avons 42 — 54 = Zx — x; et après réduction, 
(n* 9), 

• ' — 12 = 2x. (3) 

Dans ce second exemple , de quelque manière qu’on s’y prenne, 
on trouve dans un seul membre, un monome isolé précédé du 
signe — , une quantité négative. t 

92. définition. Un nombre précédé du signe — , ou plus 
généralement un monome isolé précédé du signe — , s’appelle 
une quant : té négative. 

Que doit-on faire , que doit-on conclure , quand on arrive à 
des résultats tels que (1), (2), (3) ? 

' 1" Cas. Quand on arrive à un résultat tel que 

i 

— 3x = — 90, 

c’est évidemment qu’on a mal choisi le membre de l’équation dans 
lequel il convenait de faire passer les termes en x ; c’est qu’on a 
négligé de suivre le conseil que nous donnons n° 66. Pour réparer 
cette négligence, il suffirait, revenant sur ses pas jusqu’à l’équa- 
tion (a) , de faire passer tous les termes en x dans un autre mem- 
bre que celui qu’on a d’abord choisi; dans notre exemple , on les 
fera passer dans le 2* membre; on est sûr, en agissant ainsi, d’ar- 
river au résultat 90 =. 3x, qui n’a plus rien de particulier; cela 
est évident pour quiconque comprend le mécanisme de la réduc- 
tion des termes semblables. Mais sachant d’avance que ce double 
changement de signe devant 3a- et 90 aura lieu certainement si on 
revient sur ses pas, comme nous l’avons dit, on n’a pas besoin de se 
donner cette peine; arrivé au résultat (1) — 3x = — 90 , il n’y a 
qu’à changertout simplement les signes des deux membrçs, et écrire 

‘ 90 \ 

Zx = 90; d'où x — = 30. 

3 

* i 

« « 

Cela revient à appliquer aux quantités négatives le principe énoncé 
n° 65. * ' 

On peut changer les signes de tous les termes d’une équation 
sans troubler l’égalité. 

On peut encore , considérant — 3x comme un produit — Sx* 
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égal à — 90 , interpréter cette égalité d'après la définition ordi- 
naire de la division. De l'équation - 3xi = — 90, résulte alors 



. î 


Continuant à appliquer aux quantités négatives les règles éta- 
blies au sujet des termes de polynômes, on dira, — divisé par — 
donne + (n° 37) 



On arrive ainsi au même résultat que si on était revenu sur ses pas. 

2' Cas. Revenons maintenant au 2 e exemple; dans ce cas, il 
n’y a pas moyen d ! éviter les quantités négatives; de quelque ma- 
nière qu’on s'y prenne, on ne peut manquer d'avoir d’un côté un 
monome précédé du signe — , et de l’autre un monome précédé 
du signe 4-. 

* •*’ 

— 1x = 12 (2), ou bien — 12 = 2# (3). (*) 

* 1 

On est bien obligé de s’en tenir à l'un ou à l’autre de ces deux 
résultats; ce que nous avons de mieux à faire est donc d’examiner 
le parti qu’on en peut tirer. • * 

Puisqu’on y est arrivé en traitant , sans distinction , les termes 
connus ou inconnus des équations précédentes, d’après les règles 
établies, comme des termes de polynômes, continuons à agir de 
même pour ceux de l’équation — 1x — 12, ou — 12 = 2x. 

Opérant comme il a été dit pour l’équation A.x = B, alors 
que A et B ne semblaient offrir aucune particularité , dégageons x. 

12 

L équation (2) s’écrira ainsi; — 2xi = 12; d’où x = — -. 

Appliquant la règle des signes (division des polynômes n° 37) , 

12 12 

nous dirons + divisé par — donne — ; x = — - = — - = — 6. 


(■) Les équations (2) et (»), qui sont équivalentes (V. leurs solutions plus bas), 
se déduisent l’une de l'autre par le changement ries signes ; le principe cite 
plus haut (n“ fiS) s'applique encore ici. 


i 

1 

! 

: 
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L’équation (3) s’écrira ainsi: — 12 =; 2 xi; d’où 


t 



Si 1 on revient, pas à pas, de la dernière équation , x = 6 

à la première 42 + » = tf8 + x) 3 , on voit facilement, par des* 
inductions successives, que - 6 étant mis à la place de x, et 
traité exactement comme on a traité x, satisfait à toutes ’ces 

équations. Vérifions ce fait pour la première équation 42 -4- x 

(18+x)3. ^ 

La substitution de x — — 6 donne 

42+(-6) = [18+(-6)] 3. 


Nous devons traiter - 6 comme nous avons traité x d’un bout 
à autre du calcul précédent. Appliquons donc la règle d’addition 
n° 15 , comme si - 6 faisait parüe d’un polynôme qu’on ajoute- 
rait à 42 ou à 18; écrivons — 6 à la suite de 42 et de 18 avec 
son signe. On trouve ainsi 

* . * t 

42-6 =(18— 6XX3; 
d où, en effectuant la ihultiplication indiquée 

, • , 42 - 6 = 54 — 18; 

puis, après réduction 

* i 

36 = 36 , identité. 

L’équation est vérifiée par x — — 6. 

Remarques. Aucun nombre positif ne saurait vérifier l’équation 
proposée (42 + x) = (18 +x) X 3 En effet, si un nombre po- 
sitif véiifiait cette équation , il devrait vérifier les équations sui- 
vantes qui résultent nécessairement de la première; on arriverait 
ainsi à 1 équation x — 3x = 12. On serait donc conduit à cette 
absurdité évidente : l'excès d’un nombre sur 3 fois lui -même 
■égale 12 (i*) 


• > l' impossibilité est évidente dès l’équation 42 + x= 64 -f- Zz; 42 est plus 
petit que 64 , et x moindre que 3x ; cette égalité est donc impossible; mai^ nous 
au.ns voulu montrer comment l’impossibilité a e manifeste à l’instant meme où 
on arrive au\ quantités négatives. 
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95. Conclusions. 1° En admettant les quantités négatives dans 
le calcul, quand la réduction des termes semblables mécaniquement 
effectuée les amène, et leur appliquant les règles déjà établies, 
exactement comme si c’étaient des termes de polynomefs, on par- 
vient à la véritable solution de l’équation , sans être obligé de re- 
venir sur ses pas pour faire une autre transposition de termes ; 
on n’a pas à s’embarrasser de faire passer les termes en x dans 
un membre plutôt que dans un autre, sûr que l’on est d’arriver 
de l’une ou l’autre manière au même résultat. 

94. Secondement, par cela même que la réduction des termes 
semblables , mécaniquement effectuée , amène d’un côté une quan- 
tité négative, et de l’autre une quantité positive, Ex. — 2x = 12, 
on est averti qu’aucun nombre ne saurait satisfaire à l’équation 
proposée. 

Si donc cette équation est la traduction algébrique , exacte et 
complète , de toutes les conditions que doivent remplir les données 
et l’inconnue d’un problème, on doit conclure que ce problème, 
tel qu’on l’a entendu en le mettant en équation , est impossible 

L'impossibilité du problème précédent sur les âges se voit à 

û2 

priori. En effet , les années s’écoulant , le rapport actuel , des 

1 8 


Ages, deviendra successivement 


A2 + 1 Û2+2 


etc. ; il ira en 


18 — 1 ’ 18 + 2’ 
diminuant (Arithm. 1 n° 156); or il est déjà moindre que 3; il ne 
deviendra donc jamais égal à 3. Mais si on se reporte en arrière. 


le rapport devient — — - , — — -, etc. ; il va en augmentant ; 

donc, antérieurement, il a pu être égal à 3. 

Or la solution x = — 6 nous fait justement connaître cette 
époque antérieure; il. y a six ans que l’âge du père était le triple 
de l’âge du fils; en effet, il y a 6 ans, le père avait 36 ans et le 
fils 12 ans. 

95. L'emploi des quantités négatives traitées comme nous l’a- 
vons dit suivant les règles ordinaires du calcul des polynômes, 
même après qu’on a reconnu l’impossibilité du problème proposé , 
met sur la voie des modifications que l’on doit faire à l’énoncé de 
ce problème pour qu'il devienne possible , et donne en même temps 
la solution du problème modifié. t 
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Ayant trouvé x = — 6 , et l’ayant substitué dans l’équation 
proposée , on est arrivé à ce résultat : 

, 42 — 6 = (18 — 6) 3, 

qui est une véritable identité. 

Remplaçons 6 par x , nous avons l’équation 

42 — x = (18 — x) X 3. 

Cette équation admet la solution x = 6. 

Si celte équation était la traduction d’un problème , ce problème 
aurait pour solution x = 6 ; or, elle est évidemment la traduction ^ 
algébrique de l’énoncé suivant: Un père a 42 ans , son fils en 
«18; combien y a-t-il d’années que l’âge du père était triple de 
l'âge du fils? 

Si on compare la première équation proposée 42 -f- x = 

(18 + x) x 3 à cette dernière équation 

42 — x — (18 — i)x3 

’ -v 

ou voit que l’on passe de la première à la seconde en changeant 
x en — x, ce qui donne 

42+ (-x) =t (18 + ( — a?)) x 3 ; 

puis traitant la quantité — x comme un terme de polynôme ordi- 
naire (règle d’addition n- 15); ce qui donne 

42 — x = (18 — .r) X 3. 

De là une règle que nous formulerons plus tard. 

96. 11 peut arriver qu’un problème étant possible, on fasse 
dans la mise en équation une fausse supposition ; on doit choisir 
entre deux hypothèses dont une seule est bonne ; on choisit la 
fausse. Souvent alors on est averti par les quantités négatives 
qu’on a fait une fausse supposition , qu’on devait choisir l’autre 
hypothèse ; mais ce n'est pas tout , si on traite les quantités né- 
gatives comme il a été indiqué , on obtient la solution du pro- 
blème dans ses vraies conditions sans être obligé de recommencer 
le calcul suivant l’hypothèse vraie. 

Ex. : JLe problème des âges précédemment traité eût pu être 
proposé ainsi Un père a 42 ans, son fils en a 18; on demande 
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l’époque passée ou future à laquelle P Age du père est le triple du fils. 

Pour mettre le problème eu équation , il faut préciser, adopter 
Pune ou l’autre hypothèse : l’époque cherchée est passée; elle est 
future. Si on s’arrête îi la seconde , comme nous l’avons fait pré- 
cédemment, en se demandant: dans combien de temps l’âge du 
père sera-t-il le triple de l’âge du fils, on est conduit à l’équation 

42-j-.r— (18-f;r)X3. 

Le résultat — 2,r = 12 vient avertir que le problème tel qu’on 
l'a entendu est impossible. Mais si on traite les quantités négatives 
comme des termes de polynômes, observant que x = — 6 est une 
solution de l’équation ci-dessus , et que par suite x = 6 est la 
solution de â2 — x = (18 — x) x 3 , on est conduit à la véritable 
équation du problème, celle qui convient à la seconde hypothèse; 
on est prévenu que le problème est possible dans cette hypothèse , 
et on en a la solution sans être obligé de recommencer le calcul. 

11 y a 6 ans l’âge du père était le triple de l’âge du fils. 

97. En étudiant un grand nombre de questions , comme nous 
avons étudié les précédentes , on a été conduit à des conclusions 
analogues; l’usage des quantités négatives a présenté des avan- 
tages tels, que non seulement on les admet dans le calcul quand 
elles s'y présentent, mais encore que, dans certains cas, on les 
introduit dans les données même des questions proposées ; dans 
tous les cas, on les traite d’après les règles que nous allons indiquer. 

Règles relatives au calcul des quantités négatives. 

I 

98. Définitions. On appelle quantité négative un monome 
isolé précédé du signe — . 

On appelle valeur absolue d’une quantité négative sa valeur 
numérique, abstraction faite du signe. Ex. : la valeur absolue 
de — 7 est 7. Pour indiquer qu’une quantité indéterminée est 
positive ou négative, on s’énonce souvent ainsi : 1° a > O, 2° a <0. 

99. Règle générale. Toute quantité négative doit être traitée 
comme si elle faisait partie d’un polynôme ; on applique aux quan- 
tités négatives toutes les règles de calcul établies au sujet des termes 
des polynômes. 
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De cette règle fondamentale résultent les règles particulières 
suivantes : 

100. Addition. Pour ajouter une quantité négative à une autré 
quantité quelconque , on écrit la quantité négative avec son signe 
à la suite de l'autre quantité. 

Ex.: A -j- ( — 7) = A — 7 ; A+'(— 6)— A— 6. 

% *. 

101. Soustraction. Pour soustraire une quantité négative d’une 
, autre quantité quelconque , on change le signe de cette quantité 

négative , et on l’écrit ainsi modifiée à la suite de l’autre quantité : t 

Ex.: A — ( — 7) = A -f- 7 ; A — (— b) — A + b. 

102. Multiplication Pour multiplier une quantité quelconque 

par une quantité négative , ou vice versâ , on opère exactement 
comme si cette quantité négative était un terme d’un polynôme; 
on applique textuellement les règles des n os 19, 20, 21, qui indi- 
quent ce qu’il faut faire au sujet de chaque terme du multipli- 
cande et du multiplicateur. " • 

Dans chaque cas, il y aura à faire une ou plusieurs multiplica-r 
lions de monomes isolés , pour lesquelles on appliquera la règle 

des signes du n° 22 , que nous croyons devoir rappeler. 

, ' 1 ■ • « » 

-|- multiplié par + donne + ; -(- 7 x (-f-3) = -{- 21. 

+ par — donne — ; + 7 X ( — 3) = — 21. 

— par + donne — ; — • 7 x ( + 3) = — 21. . 

— par — donne ( — 7) X ( — 3) = 21. 

103. Divisioni On applique la règle du n° 37 en ce qui con- 
cerne les termes isolés du dividende et du diviseur ; d’où , pour la 
division des monomes isolés , cette règle des signes : 

+ divisé par + donne + ; (+21) : (+3) = + 7, etc., « 

comme pour la multiplication. 

Les opérations effectuées , la réduction dès termes semblables 
se fait comme ù l’ordinaire , suivant la règle du n° 9. 

104. Quand on traduit une formule en nombres , les quantités 
négatives étant admises, on évalue chaque terme en appliquant les 
règles précédentes; chaque terme étant ainsi remplacé par un 
nombre précédé du signe + ou du signe — , la valeur numérique 

de l’expression algébrique est le résultat que l’on obtient en addi- 

» 1 
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, * ' i 

tioimant d’une part les nombres qui ont le signe -f » de l’autre , 
'ceux qui ont le signe — , retranchant la plus petite somme de la 
plus grande , et donnant au reste le signe des nombres qui ont 
formé la plus grande somme. 

C’est là une application de la règle n° 9. 

Un pareil résultat s’appelle une somme algébrique (*). V. la 
note ci-dessous. 


Usage des quantités négatives. — Interprétation des valeurs 
négatives dans les problèmes. 

iOo. L’admission dans le calcul des quantités négatives ainsi 
traitées permet de généraliser davantage les règles établies , les 
formules obtenues; elle diminue le nombre des cas particuliers 
qu’il faudrait, sans ces quantités, traiter séparément. Il nous 
faut maintenant préciser ces avantages que nous avons déjà indi- 
qués eu partie. 

10(î. Nous n’insisterons pas sur celui que nous avons indiqué 
en premier lieu n° 93 : en résolvant une équation , on peut ras- 
sembler les termes qui ont l’inconnue dans tel membre que l’on 
veut (V. ce qui a été dit à ce sujet, 1" exemple, n° 92). Nous 
remarquerons seulement que cet avantage est particulièrement 
sensible dans les équations littérales; ex. : ax b = cx -{- d, à 
cause de l’indétermination des nombres représentés par les lettres 
a, b, c, d. On n’a pas besoin de dire :si a>c on rassemblera 
les termes en x dans le l* r membre ; dans le cas contraire , on les 
, fera passer dans le second. Nous conseillons au lecteur de discuter 
cette équation. • • ’ i 

• ax + b=cx-\- d ; (a — c)x—d—b;x = , 

a-r-c 

il verra que cette formule donne la solution de l’équation dans 
tous les cas qui peuvent se présenter. 


d>b 
a> c 


d <C 6 
d < c 


d <b 
o> c 


d>b 
a <c. 


4 II retrouvera' tous les 'cas déjà examinés : cas ordinaire , cas sin- 

* (*) La définition , n° 5, le principe n° 8 s’appliquent quand on admet les 
quantités négatives ; rages la démonstration de la noté , page 9. 


Digitized by Google 



VU COURS D’ ALGÈBRE. 

* • 

guliers indiqués à propos des résultats (1), (2), (3), pages 85 et 86. 

107. Mais l’avantage que nous venons de rappeler est peut- » 
être le moindre qui résulte de l’emploi des quantités négatives. 

Leur utilité se manifeste principalement dans les questions où 
entrent des grandeurs susceptibles d’étre prises dans deux sens 
opposés, dans deux acceptions contraires. 

Ex. : dans le problème des âges n° 91, le temps qui sépare 
le moment actuel de celui où l’âge du père csf triple de celui du 
fils peut être un temps futur ou un temps écoulé ; le nombre 
d’années cherché augmentera ou diminuera l’âge actuel de cha- 
cun de nos individus. Si on se place dans la l rr de ces hypothèses, 
l’équation du problème est A2 + x— (18 -f- x) 3; dans la seconde, * 
l’équation est â2 — x =(18 — a:) 3; laquelle de ces 2 équations 
est la bonne? Si la 1" résolue ne donne pas de résultat satisfai- 
sant, faudra-t-il recommencer le calcul en prenant la seconde 
équation? Ainsi que nous l'avons montré, l’embarras cesse quand 
on admet les quantités négatives; la résolution de la 1" équation 
ayant conduit à x ^ — 6 , nous avons pu conclure que x = 6 vé- 
rifie la 2" équalior , et que par suite le rapport en question des 
2 âges existait il y a 6 ans (V. le n° 92, 2‘ cas, et le n° 96), 

1015. L’emploi des quantités négatives permet de renfermer dans 
une même équation, et par suite dans une même formule , plusieurs 
cas d’une même question générale, qui ne diffèrent entre eux que 
par les sens opposés dans lesquels peuvent être prises certaines gran- 
deurs de même espèce. 

Pour en donner un exemple, traitons le problème des âges 
d’une manière générale. < » 

Problème. I.'âge d'un père est a, celui du fils est b; à quelle 
époque l’âge du père est-il à l’âge du fils dans le rapport de n ôl. 

Cette époque peut être postérieute ou antérieure à l’époque 
actuelle ; supposons-la postérieure , et soit x le nombre des années 
après lesquelles l’âge du père sera égal à n fois celui du fils. On 
aura l’équation 

a-l-a:=(6-t-x) i n = 6x«-f- nx, , 
d’où a — nb = nx — x=(n — l)x, 

a — nb 

puis enfin x= w _ ■ (1). 
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Moyeunant l’admission des quantités négatives, cette formule ré- 
sout la question proposée dans tous les cas qui peuvent se pré- 
senter. En traitant un seul cas on a obtenu la solution de tous les 
autres. v , 

En effet, observons d’abord que n étant nécessairement plus 
1 grand que 1 , ou n — 1 positif, il suffit de considérer ces 3 cas : 
a — n.b\ a<in.b. Dans le 1" cas, x est positif; on a 
choisi la bonne hypothèse ; après le nombre d’années indiqué par 
la valeur (1) de x, l'âge du père sera égal à n fois l’âge du fils. 

Dans le 2" cas a = nb ; x — 0 ; en effet , l’âge du père est actuel- 
lement égal à n fois l'âge du fils. 

Dans le 3 e casx est négatif ; mais en raisonnant comme au n° 92 , 


2 e cas, on conclut que la valeur absolue de a;. 


nb — a 
n — 1 J 


satisfai- 


sant à l’équation a — x = (b — x)n, l’époque cherchée est anté- 
rieure au moment actuel dont elle est séparée par un nombre 
d’années égal à cette valeur absolue de x : 


, 42 — 54 —12 

Ex. : a =42; 6 = 18; «—3; x — =? — — = — 6. 

2 2 

109. Voici encore un autre exemple dans lequel les grandeurs 
sont susceptibles d’être prises dans deux sens opposés. 

Problème. Deux convois parlent à la même heure , l’un de Pa- 
ris, l’autre d’ Etampes , se dirigeant dans le même sens sur le che- 
min de fer de Paris à Tours, Angers , Nantes; de Paris à Étampes, 
il y a 56 kilomètres; d' Étampes à Tours, il y en a 59,- la vitesse 
du 1 er convoi est de 58 kilomètres à l’heure, celle du second de 
42 kilomètres; on demande à quelle distunce de Tours tes deux . 
convois se rencontreront ? 

P; E T N 

» * - 

La rencontre aura-t-elle lieu en’ deçà ou au delà de Tours ; telle 
est la première question que l’on se fait. Pour mettre le problème 
en équation, il faut préciser; prenons au hasard, et supposons' 
que la rencontre ait lieu à l'endroit II situé en deçà de Tours. Soit 
TR=æ; on aPR = 115 — x ; ER = 59 — x. Le premier convoi 
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parcourant 58 kilomètres par heure , Ira de Paris au lieu R dans 

1 15 m oc 

un nombre d'heures égal à - — — — ; le second fera le chemin ER 

58 

59 — x * 

dans le temps — -- — . Les aeux convois, partis de Paris au même 

instant, arrivent en même temps au point R; nous avons donc 
l’équation 

115 — x 59 — x 


d’où 


58 

115 x42 — WLx - 


42 


( 1 ) 


: 59 X 58 — 58t. 


Puis, en transposant, 58x — 42t = 3422 — 4830 , d’où enfin 16.z = 

• 1408 * 

— 1408, puis x = — = — 88,' • 

16 , 1 

■I . * 

Si, remplaçant x par — 88 dans l’équation (1), on applique la 

... . ,..1154-88 59 + 88 

réglé de soustraction, on obtient l égalité 1 — = ! qui, 

58 4z * 

tout calcul effectué, se trouve être une identité. La valeur abso- 

115 1 oc 59 [- je •* 

lue, 88, de x vérifie donc l’équation — - - --- = — — — - qui se dé- ' 

duit de l’équation (1) en changeant x en 

115 + t 59 + x 

42 


58 


42 

■x. Cette équation 
est justement celle qu’on obtient, en suppo- 


sant que la rencontre ait lieu au delà de Tours, et non en deçà. 
On peut donc conclure que la rencontre des deux convois aura 
lieu à 82 kilomètres au delà de Tours. La valeur négative est ve- 
nue rectifier la fausse supposition que nous avons faite d’abord. 

Interprétation des solutions négatives. Dans chacun des 
problèmes que nous avons traités , nous avons interprété les solu- 
tions négatives des équations que nous avons eues à résoudre. 

Eu effet, interpréter une solution négative consiste à examiner 
le parti le plus utile que l’on peu( tirer de ce résultat singulier. 
Pour cela, on examine dans quel sens il faut entendre le pro- 
blème proposé pour que la valeur absolue trouvée pour l’incon- 
nue en donne la solution, ou bien, quelles modifications , les plus 
simples possibles, il convient de faire à certaines conditions du pro- 
blème pour que la valeur absolue susdite donne la solution du 
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problème modifié; or c’est ce que nous avons fait (V.' les n u ' 94, 
95, 96). ' 

Ces modifications consistent ordinairement à changer le sens 
ou l’acception que Ton a donnée à certaines grandeurs suscep- 
tibles d’être prises dans, deux sens opposés. Nous en avons donné 
des exemples. . ' ’ * ' 

Ce que nous avons fait pour interpréter les solutions négatives 
se résume dans la règle suivante. ' . 

. Règle. Pour, interpréter la-valeur négative trouvée pour une in- 
. connue x dans la résolution d'un problème , on change x en — x ' 
dam l'équation que l’on vient de résoudre ; on efi'ectuc sur la quan- 
tité négative — x les opérations indiquées (n“ 99). Cela fait , on 
examine si la grandeur inconnue ne. pouvait pus, suivant l’énoncé 
même du problème , être prise dans deux sens opposés probables, 
dont l’un correspondant à l’équation' résolue , l’autre à l’équation 
modifiée -, dans ce cas,' la. solution négative ne fait que rectifier 
une fausse supposition; le problème proposé est possible; là valeur 
absolue de x exprime la grandeur cherchée prisé dans le sens qui 
■ correspond à l’équation modifiée par le changement de x en — x. 

Mais si la grandeur inconnue n’est pas susceptible d’être prise 
dam deux sens opposés , ott si les conditions de la question inter- 

• disent de la. prendre dans l’ acception qui correspondrait à l’équa- 
tion modifiée , la solution négative apprend que le problème tel 
qu’il est proposé est. impossible. La valeur absolue de l’inconnue 
répond à un autre problème dont l'énoncé s’obtient en faisant dans 
celui du problème proposé des modifications correspondantes à celles 
qu'a subies l’équation primitive par le changement de x en — x. 

Four le moment, nous ne donnerons pas de nouvelles applications 

• de cette règle ; .celles qui précèdent nous paraissent suffisantes. 

Lntrodxiclion des quantités négatives dans les données mêmes 
‘ des problèmes. 

HO. Il est souvent avantageux d’introduire des quantités néga- 
tives dans les données mêmes d’un .problème, quand ces données 
sont des grandeurs susceptibles d être prises, dans des" sens op- 
posés. On y est tout naturellement conduit en traitant les ques- 
tions qui précèdent et autres du m me genre. 
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Réprenons encore le problème des âges. Suivant que le temps, 
qui sépare le moment actuel de l’époque où les âges du père et 
du lils sont dans un rapport donné n , est un temps futur, ou un. 
temps passé , l’équation du problème est 

• • ' T ’ 

a+<r==n.(6+a?>, 

,•* , * • • *.» ) 

ou ’ • • a — x = n{b — x). • 

t * * . ■ * • 

Le nombre d’années cherché , qui dans la première est repré- 
senté par + æ, dans la seconde est représenté par le terme né- 
gatif — x. Cela.ne tient nullement à ce que ce nombre d’années est 
inconnu ; chacune des équations précédentes représente unè rela- 
tion nécessaire entre les grandeurs, considérées , lés 2 âges a, b , 
le rapport à, et le nombre d’années x , tout â fait indépendante <ie 
celte circonstance que l’une de ces grandeurs serait plutôt in-' ”, 
connue que l’une des autres. Pour s’en convaincre , il SHflit de. • 
mettre en équation lès 2 problèmes suivants : ' * 1 • 

1° Un pire a 42 ans, : suti fil » en a 18 : quel sera dans 6 ans le 
rapport des 2 âges : soit y ce rapport. . 

L’équation du problème est • • • - ■ . • * . 

42 + 6=2/(18 + 6). . / / . 

* • 

2° Un père a 42 ans , son fils a 18 ans : queiétail, il y a 6 dns, 

le rapport des 2 âges ? 

L’équation de ce problème est • 

42 — 6 = y '(18 — 6). 

. Ainsi qu’on lè voit, tandis que le temps futur amène dans l’é- 
quation le terme + 6 , le temps passé y amène le temps négatif * 

- 6. • ’ ’ ' \ ” 

Si nous reprenons de même le problème des convois du .chemin 
de fer de Paris à Nantes , nous voyons que , si on suppose le point 
de rencontre situé au delà de Tours , l’équation du problème est 

‘ • . • 115 + x 59++ '• 

• 58 — '• 42 j * 

. • t », ’ . * * * * 

tandis que si l’on suppose que cette rencontre ait lieu en deçà de • 
Tours, l'équation est , 

t ’ * 5 «* ' . * * * V * . 
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115 — .x _ 59 — x 

* 58 Ü2~ ’ , ' , 

, . \ 

' P T R R { ' H i 

. 1 t 

♦ • ' 
La distance de Tours au point de rencontre donne lieu au 

terme positif, x, ou au terme qégatif,— x, suivant qd’elle se cdmpte 
dans la direction de Tours à Nantes ou dans celle de Tours à Paris. 

Cela ne fient nullement à ce que cette distance est l’inconnue du* 
problème ; les mêmes considérations que tout à l’heure s’appli- 
quent ici. Proposons-nous ces 2 problèmes : 

• . La vitesse du 1 er convoi étant de 58 kilomètres d l’heure, quelle 
doit être la vitesse du second pour que la rencontre des deux con- 
vois ait lieu à 88 kilomètres au delà de Tours ? 

Si t;' désigne la vitesse cherchée , l équation du problème est ! 


115+ 88 59— 88 * 

' • • 58 - — ‘ v' ‘ • 

• ; . • 

2° La Vitesse du 1" convoi est de 58 kilomètres à l’heure ; quelle 
doit être la vitesse du second pour que la rencontre ait lieu à 88 ki- 
lomètres en deçà de Tours? Dans ce cas, l’équation est , 


115—88 _ 59—88 
58 v' ' 

J * 

t • * . 

La distance ayant changé de sens, le terme qui lui correspond ' 
change de signe : au lieu de + 88 , c’est — 88. 

Un particulier avait 15 fr., il a gagné 10 fn ; combien a-t-il 
maintenant ? Soit x son avoir : > 

• i t* 

• ■ • x= 15 + 10^ •' . » 


Un paUiculier avait 15 fr., il a perdu 10 fr. ; comHien a-t-il 
maintenait t ? 1 . 

i ( 

' x = 15 — 10. * 


Un particulier qui avait 15 fr. en a maintenant 25.; combien 


a-t-il 


gagne 


25 = 15 + x. 
i * 


è 
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Un particulier qui avait 15 fr. n’eu a plus maintenant que 5 ; 
'combien a-t-il perdu ? * 

• i 

• . .1 5 = 15— x. 

.• - . 

Le terme qui correspond à l’argent gagné est positif, a' te 
• signe '+ ; le terme quj correspond à l’argent perdu est un nombre 
précédé du signe — . • 

» 111. On pourrait multiplier les exemples de ce genre; Ils con- 
duisent naturellement à représenter dans Le calcul . par des nom- 
bres précédés du signe + , certaines grandeurs données , par ex. : 
un temps futur, une distance comptée à partir d’un point fixe dans . 
un sens déterminé , un gain ou un avoir, etc,.., tandis qu’on re- 
présente par des nombres précédés du signe — , par des quantités 
négatives , les grandeurs données de même espèce prises dans un 
sens opposé , un temps passe, une distance comptée à partir du 
même point fixe que ci-dessus , mais dans le sens contrairè , une 
perte ou une dette , etc. . • . * • •. • 

112 . En -côn venant . àpribri, d’agir ainsi , on donne aux équa- 
tions et aux formules une extension beaucoup plus grande;* on 
comprend dans une même équation ou dans une même formule uiw 
plus grand nombre de cas particuliers. . • . . 

Par exemple , si dans le problème des âges, t désigne le temps 
passé Ou futur, donné ou inconnu , il suffira d’une seule égalité 

a + 1 = n (b + t) 

i • ’ 

pour exprimer la relation qui existe entre ce temps , les 2 âges 
a et b , et le rapport n. Cette équation servira à résoudre toutes les 
questions qup l’dn pourra proposer sur ces quatre grandeurs. Ex. : 

■ a — 42 , 6 = 18; quel sera dans 6 ans le rapport des âges? 


a -f - 1 


d’où 


42 - 1-6 48 

"7 18 + 6 ~ 24 ~ ’ 2 ’ 


" TT 7 # » 

. • 6 + t , 

l ■ . * 

I.es âges actuels étant toujours 42 ans et 18 ans. quel était le 

rapport des âges il y a 6 ans? /=— 6. ' 

... 42 — 6 36 . • ’• 

. . n -<T8-6“i2 “• 3 * / • 

, 1 . * , 

" * , ‘ : ■ ' • ; i 1 

t. . »■ _ • • 

# * , A i * • » . * 


Digitizad by Google 



* • • -, » 

USAGE ET INTERPRÉTATION DES QUANTITÉS NÉGATIVES. 101 

Si t est inconnu (l' r problème résolu), on saura d’avance qu’ùne 
solution négative correspond à un temps passé , et en tout cas, on 
partira de l’équation unique a -j - t = n (b 
La même chose peut se dire du problème des chemins de fer. 

Soit a la distance de Paris à Tours, 6, celle d’Étampes à Tours , 
v la vitesse du premier convoi , v' celle du second . d la distance 
de Tours au point de rencontre. . • , 

La formule ' • 

a-\-d __ b-\-d 
v v' * 

servira-, moyennant les conventions que nous avons faites relati- 
vement à la distance d , à résoudre toutes les questions du mênje 
ffenre que celles que nous avons déjà résolues à propos de ces con- 
vois. On peut même donner le signe ou le signe — à la vitesse, 
d’un convoi , suivant que les convois se dirigeront dans un sens, ou 
dans un autre , de Paris à Nantes , ou de Nantes à Paris ; cette con- 
vention augmentera le nombre des cas auxquels s'appliquera 1» 
formule. 

Les conventions précédentes étant faites sur le temps et la vi- 
tesse , la même formule 

i = 115 -j- vf « 

donnera la distance de Paris à l’endroit indiqué dans les quatre 
cas suivants : • 

Un convoi parti de Paris a passé à Tours il y al heures, avec 
une vitesse de 40 kilomètres à l’heure; à quelle distance de Paris se 
trouve-t-il maintenant ? 

• . # . 4 „■ 

v = h 0 , 1 = 2; v X t = 40 X 2 = 80;- at= 115 -|- 80. 

Un convoi parti de Paris passe en ce moment à Tours, avec une 
vitesse de 40 kilomètres à l’heure; où était-il il y a 2 heures? 

» = 40 , t — — 2; vX t = 40 x ( — 2) = — 80; # = 115 — 80. • ■ 

Un convoi se dirigeant vers Paris avec une vitesse de 40 kilo- 
mètres, passe en ce moment à Tours, à quelle distance de Paris 
sera-t-il dans 2 heures: , . f • , 

v =, — 40; t = 2; v Xi = — 40 X 2 = — 80;' # = 115 — 80. 
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Un convoi se dirigeant vers Paris avec une vitesse de UO kilo- 
mètres à l'heure , nasse. à Tours en ce moment; à quelle distance 
de Paris était-il il y a 2 heures ? 

v=—hO; ï = — 2; vxt = (-Û0) x'(— 2) = 80; x = 115 + 80. 

115. Remarque. Tout ce que nous avons dit des solutions néga- 
tives , soit des équations, soit des problèmes, pour une équation du 
1 " dtgré à une inconnue, s’applique aux équations d’un degré quel- 
conque renfermant un nombre quelconque d’inconnues. On suivra 
la même marche pour la discussion et l’interprétation des résul- 
tats. Même remarque quant à l’introduction des quantités néga- 
tives dans les données mêmes des problèmes. On peut s’exercer 
à cette interprétation sur le système des équations 
* * 
ax bg — c. 

a’x -f b‘y = d. 4 

414. Nous n’avons pas démontré les règles relatives au calcul 
des quantités négatives. Ces règles ayant été démontrées pour le 
cas exceptionnel , mais néanmoins très-étendu où les expressions 
algébriques représentent des nombres tels que ceux que nous 1 
ifvons considérés en arithmétique , nous ne pouvons faire autre- 
ment que de les appliquer telles que nous les avons trouvées, 
dans les cas singuliers qui peuvent se présenter, nous réservant . 
d 'interpréter, de vérifier les résultats auxquels on parvient alors ; 
en faisant autrement, on ôterait à l’algèbre, le plus souvent sans 
nécessité, une partie de sa généralité [*). 

115. Nous n’avons pas démontré non plus le principe suivant 
dû à Descartes, que nous venons cependant d’appliquer plusieurs 
fois, et qui résume tout ce qui précède sur l’admission de§ quan- 
tités négatives dans la résolution des problèmes. 

Si , dans l'énoncé d'un problème renfermant des grandeurs qui 
peuvent être prises dans des sens opposés , quelques-unes viennent à . 



(•} Il ne. faut pas croire que les solutions négatives s’interprètent toutes aussi 
facilement que celles dont nous nous sommes occupé. Par exemple, on ne 
, peut pas affirmer d’une manière générale qu’qjie valeur négative , trouvée pour 
un temps à venir, exprime un temps passé. 11 en est cependant ainsi dans Te 
plus grand nombre de cas; dès lors la vérification a de grandes chances de 
réussir, et' cela suffit pour motiver l’ediploi dfs quantités négatives dans les 
questions de ce genre. Même observation pour les autres cas, 

,4 ‘ ' • * 

4 


« 





Digitized by Google 



-• . • . DES EXPOSANTS NÉGATIFS. • . 103 

être. prises dans une acception contraire à celle qu’elles avaient 
quand le problème a été mis une première fois en équation , il n’est 
point nécessaire de former directement une nouvelle équation pour 
le nouveau problème , il suffit de changer, dans la première . le signe 
, de chacune des grandeurs dont l'acception vient de changer. 

Nous n’avons fait que des vérifications 
* On n’a pas démontré directement cette propriété des signes -f- 
et — \ on ne s'en est assuré que par un grand nombre de vérifi- 
cations, qui heureusement sont assez variées pour qu’il ne puisse 
exister, dans un esprit juste, aucun doute sur l’exactitude de cette 
propriété essentielle. ■ ' . . • 

1 10 Avant de passer outre , nous croyons bien faire d’indiquer 
sommairement une application assez remarquable des quantités 
négatives.. . 

Des exposants, négatifs. 


Ayant à diviser a m par a”, si on applique la règle ordinaire 
(n° 33) on a pour quotient a m ~ n . Trois cas peuvent se présenter; 
on peut avoir m> n ,rn== n , m < n. 
m > n , c’est le cas ordinaire. 
m — n , c’est le ca^ de l’exposant zéro indiqué ns 35. 

• V» < n ,• arrêtons-nous. à Ce 3® cas. Soit m = h -f p. 

. a™ a m a“xl 1 
~a* ~ Tr+t ~ = 

, Si , d’après la règle ordinaire de division nous écrivons a m : a” 
= puis que nous réduisions l’exposant à une plus simple 
expression en admettant ici les quantités négatives, nous trouvons 


R approchant, ce résultat du premier, on est conduit à con- 


sidérer comme équivalentes ces deux expressions algébriques , a~ p 
= -rj ; c’est-à-dire qu’on n’attache pas d’autre sens à a~ p que celui 

. ■ " .* i ‘ . • 

bien connu qu’on donne à - 5 . . " • 

• «r. . 
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Mais en mettant — sous cette forme a f , on est parveuu à éten- 
a 

dre l'application des règles de multiplication , de division, d’élé- 
vation aux puissances, etc., relatives aux exposants positifs, aux 
exposantsnégatifs eux-mêmes, traités suivant les règles ordinaires 
d’addition, de soustraction, etc., comme il a été dit n" 99. 

Ainsi a” xa n = a" 1- " ; m — n étant considéré comme la soinniç 
de m et de ,• a~ m x a~* = a"’" - " ; — m — « étant la soipme de 
— m et — n; a m : a.~ n — a"‘ +n ; m-j-n étant considéré Comme 
obtenu en soustrayant n de m , etc. Tout cela sé vériiie comme 
nous allons faire, pour un ou deux cas : 

1 a m 

a” X a~ n = a m X- — — (règle des fractions). 

a a 

fl** _ * 

Mais - = a m-n , quelles que soient les grandeurs relatives de m 
a . • • 

t 

et n dès qu'on adopte la convention « p = — ; a m m '= a 0 ; donc 


a" X a = a 


. _ — n „ n 

a . a —u 


\ 

a" 


^ a"‘ X a n — u m+ \ 


X a 


1 ■ 1 

-i. X -» 
a a 


a xa 


„«+» 


= a 


Toutes vérifications faites, nous étendrons donc aux exposants 
négatifs leS règles trouvées pour les exposants positifs. 


Discussion des équations et des problèmes résolus d une manière 
générale. — Cas d'impossibilité ou d'indétermination. 


117. Après avoir résolii un certain nombre d'équations du 
1 er degré et de problèmes donnant lieu àde pareilleséquations, il im- 
porte, avant de passer à des,équations d’un degré supérieur, d’exa- 
miner les différents cas qui peuvent se présenter dans la résolution 
des équations et des problèmes Pour les rencontrer,, les découvrir 
tous dans chaque genre de questions, on conçoit qu’il faut con- ” 
sidérer chacune d’elles sous un point de vue général , puis passer 
de là aux cas particuliers. . . • ; , . • 

Pour traiter les équations ou problèmes d’une manière, genë- 
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raie , nous ferons ce qui a été indiqué au commencement de l’al- 
gèbre , nous représenterons les quantités données par des lettres. 

Les équations traitées étant littérales , les résultats seront des 
formules. Nous discuterons ces formules. 

HH. Discuter une formule, c’est examiner les divers cas qui 
peuvent se présenter dans les problèmes numériques que celte for- 
mule sert à résoudre'. . . ' ■ 

119. Toute équation du 1" degré à une incoflnue peut , à l’aide 
de la règle du n° 67, être ramenée à la forme AXi = B; d’où la 

' B ' ' • ' . . 

formule x = — . 

A 

• Nous avons déjà discuté cette équation , n? 68 , au point de vue 
"des équations numériques; mais au point de vue des équations 
littérales et de la résolution d,es problèmes, il nous faut revenir 
sur le 2* et le 3* cas. 


0 , B = m , nombre différent 


120. Cas à' impossibilité. A 
de zéro. 

m . . • . 

La' formule donne alors x — . 

, » • 0 

Si on remonte à l’équation proposée, on trouve qu’elle se pré- 
sente alorç sous; cette forme 0 x x=m; elle n’admet aucune so- 
lution ; elle est impossible, absurde. En effet , quelque nombre 
que l’on mette à l£ place de a;, on aura toujours 0 x ,r=0 , et 
jamais 0 X x ç= m. 

• . .. 

x — — indique donc que léquation proposée est Impossible. 

Mais il n’en est pas toujours de même du problème en vue du- 
quel on a résolu l’équation; il peut arriver que. a; se présentant 

m • 

sous cette forme —, le problème admette une solution. 

Pour voir comment cela peut arriver, examinons comment on 
peut, dans les applications, être amené à celte valeur singulière. 

: . ♦ m • * - v 

Considérons l ; ex pression — et supposons que m reste constant, 

. A . . • 

tandis que A prend des valeurs successivement décroissantes; 0,1 ; 

. , par ex. , ~ prend alors des valeurs suc- 

A ’ • ■ ‘ 


0 , 01 ; - 0 , 001 ,.... - 


10 n 


• Digitized by Google 



106 


'cours d’algèbre. 


cessivement croissantes m : — 

*0 


10m; m : - — 
’ 100 


100m; .... 


m; — = 10 B xm, etc. On peut choisir A suffisamment petit 

1 U * , • 

m 

pour que. la valeur.de — dépasse un nombre donné quelconque . 

A. 

471 

si grand qu'il soit. Veut-on ,* par ex. , avoir — > H , il suffira de 

• . : A 

m ' 

satisfaire à cette inégalité — > fl ou m "> Fl x A , ou enfin à 

• . • A- r ■ ■ ■ ■ • 

• t 

m 

celle-ci , A < — ; ce qui est toujours possible , puisque m et H 
• ' • • 
sont des nombres donnés et que A décroît au-dessous de toute 

limite (*). 

Pour exprimer que ^ peut devenir plus grand que tout nombre 
A- ... 


assignable quand A devient plus petit que lotit nombre dpnné, 
itude de dir 

l’infini (**). 


on a l’habitude de dire que pour A = 0 , — devient — = 

A 0 . 


lisez 


m 

Ô 


. Cela posé, si la question proposée a pour objet de déterminer 


{*) Il n’est pas nécessaire de supposer m fixe comme’nous l’avons fait pour 
plus de commodité'; tout ce que nous avons dit est virai quand même il arrive 
que ni varie avec A , pourvu, que A arrivant à zéro, m n’y arrive pas' en même 
temps'. Si m’est variable , 11 y a parmi les valeursde m une valeur minimum m’. 

• m’ 

On peut remplacer notre valeur fixe de tout à l’heure par m’; on verra -- ten- 

’ . • . A 

liant vers — , croître au delà de toute limite; il en est de même ù fortiori des 

0 

valeurs.de ^ 7 , par lesquelles on remplacera celles de ^ poup avoir la suite 

vraie, puisque chaque valenr de ^ est .au moins égale à la correspondante 

de —, pour une même valeur de A. •* ’ • ’ 

A . 

(**) Pour dire eu abrégé qu’un nombre variable peut, en diminuant, devenir 
moindre que tout nombre donné ,“ on dit qu’il tend vers 0. Pour dire qu’un 
nombre variable peut devenir plus grand que tout nombre donné ', où (fit qu’il 
tend vers l’infini. • ■*. .. . .. 
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une grandeur telle que le nombre qui l’exprime vérifie l’équation 
proposée , par cela môme qu'il n’existe pas de nombre satisfaisant 
à l’équation , il n’existe pas de grandeur satisfaisant au problème. 

Le problème est 'impossible comme l’équation. 

Ex. : Il s’agit de trouver la distance qui sépare un point donné 
de la' ligne parcourue par deux mobiles du point où ceux-ci se » 

m 

rencontrent. Si on trouve x = *— , les deux mobiles ne se ren- 

v. 

contrent pas (V. page 120) (*). . 

Mais il peut arriver que si on fait varier les données d’un pro- 
blème, en même temps qu’à chacune des valeurs successivement 


(') Deux mobiles partis en même temps des points A et B , qui, sont distants 
de a mètres , parcourent la droite AB d’un mouvement uniforme dans le 
sens ABX. Leurs vitessçs respectives sont v mètres et 1 / mètres par minute. 
Trouver la distance du point A à leur point de rencontre? 

! - . i 5 : 

X K' A B R X 

* • 


Soit R, le point de rencontre présume des 2 mobiles, et soit posé AK = * ; 
comme AB = a , RR==® — a. Les" 2 mobiles partis au mêçne instant l’un do A , 
l’autre de B arrivent ensemble au point R ; les distance» AR == x et BR= * — a 
sont donc parcourues par les deux mobiles dans le même temps, d’un mouve- 
ment pniforme ; cet;C étant, ces distances sont dans le même rapport que les 
vitesses t> ef e' des ’î iBobilps; d’où l’équation • '• ' 



d’où xd =xi — av; puis avzsxv—v’x = (v' — ; 

d’où enfin x=-^~. . • • { 1) 

' v — tf , 

Tant que « n’est pas égal à d. la valeur de x est ce qu’on appelle finie ; c’est 
un certain nombre qui détermine le point de rencontre des 2 mobiles. U est facile 
de voir que si v—rf diminue progressivement, devenant par ex.; 0”, I; 0“, 01 , 
0“, 001, ete., le point de rencontre s'éloigne de plus en plus; car AK devient 
de plus en plus grand , et peut dépasser une grandeur quelconque , si v — est 

suffisamment petit. Quand "r == r’, x se présente sous la forme -• il n’y a plus 

. ‘ * • O 

de rencontre. C’est ce que l’on voit-bien à priori ; les 2 mobiles ont dans ce cas 
des vitesses égales ; l’un d’eux , celui qui part de A , se trouvant en arrière de 
l’autre de la distance a , se maintiendra constamment à cette distance , sans 
rien- gagner sur le second. t . 
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croissantes de l’inconnue, ,r. de l’équation correspond une solution 
du problème proposé , il existe aussi une solution toute spéciale 
correspondant au cas où la valeur de x vient à dépasser toute . 

m * 

limite; alors si on trouve x = —, on adopte cette solution. 

Ex : Le problème a pour objet de trouver la distance qui sépare 
un point donné d'une droite du point où cette ligne est rencontrée 
par une- autre droite satisfaisant à des conditions données. Dans 

ce cas , si on trouve — , dire que le point de rencontre est situé 

à une distance infinie du point donné , revient h dire que ce point 
de rencontre n’existe pas , autrement dit que les droites en ques- 
tion sont parallèles. Ce qui est une solution toute spéciale du pro- 
blème proposé. (V. par ex. en géométrie , ce problème : mener 
une tangente commune à deux circonférences données.) 

De même si le problème a ppur objet de déterminér la tan- 
gente trigonométrique d’un angle cherché’. Quand on trouve . 

on en conclut que la tangente trigonométrique dépassant toute 
grandeur assignable, l’angle cherché est un angle droit (*). 

i2t. Cas d’indétermination. Considérons maintenant le second ' 
cas singulier qui peut se présenter dans la résolution de l’équation 
du l* r degré à une inconnue S.x = B. • • ; 

* • . * ' .' . 0 * «i 

A.=0, B— 0; la formule donne x= -. ' ... 

* . . . ... ;■ . 0 ’ • • • 

Si on remonte à l’équation proposée elle-même, on trouve 

* * * * * 

‘ ‘ Oxi-O,' ' . . ’ 

'* • 

• ' • • * . *,* * 

, Tout nombre mis à la place de x vérifie cette équation. On dit 


(*) La longueur de la tangente trigonométrique de l’arc qui mesure l’angle, 
cherché n’est autre chose que' la distance qui sépare l’origine commune des 
arcs et des .tangentes du point de rencontre de la tangente à l’origjnê et de la 

sécante de l'arc. Dans le ças' de‘x=~, la sécante devenant parallèle à la tan- 
gente, est perpendiculaire au rayon de l’origine, et va. passer à l’extrémité du 
t" quadrant ; l’arc est de 90°, ■ l’angle est droit. Ce problème ne diffère donc 
pas au fond du précédent.’ 
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alors, eu général , que la valeur de x est indéterminée ;ton dit de 
l’équation elle-même qu’elle est indéterminée. . 

Quand à chaque solution de l’équation, dans'ce cas, corres- 
pctod une solution d’un problème proposé , on dit alors què le • 
problème admet une infinité de solutions, qu’il est indéterminé 
(V. le problème discuté n° 126) (*). 

• 122. Nous avons dit, en générai ; car il />eut arriver que Fin- 

détermination manifestée par le symbole g ne soit qu’apparente.. 


Considérons en effet l’expression, 


2a ! -I - a -10 ' . . -0' 

- — — — — , hui se réduit à - 

a ' — U .0 


quartd on y fait a = 2. On peut observer que le numérateur et le 

dénominateur ont le facteur commun a —r 2 : ‘ 

*. , . • ‘ ». , 

2a‘ -f- a 10 (2a + 5) (a — 2) 


(a + 2) (a -2)' 


0 


C’est ce facteur commun a — 2 qui amène le résultat g. dans le cas 

de a = 2. Si nous supprimons ce facteur, l’expression proposée /sé 
réduit à *• . • . 

' 2a + 5 . - • ' ' 
a + 2 ' . , 

* ’ . '• .'9 9 ' 

laquelle, ‘pour a = 2, a la valeur numérique -. Je dis que - est 

lp vraie et unique . valeur de l'expression projloséé eUe-même . 
quand a = 2. En effet, d’après l’égalité 

* 2a’-(7a — 10^2a-f-, 5 '.a — 2 

t a ' — A • a -)- 2 X a — 2’ • 

quand a tend vers la valeur 2,.leS nombres variables réprésentés 


i 


{*) Si dans le problème de la apte précédente, a — O, c’est-à-dire,. si les 
deux qpobiles partent du même point , A par exemple., et si en même temps 

t — t: 1 , on trouve x =i? , le problème, çst indéterminé; en effet, les deux, mo- 
biles partant du même point, avee là mcpie vitesse, ne se, quitteront pas; à 
chaque point de la route il 'seront ensemble; chaque point de la route esl nn 
point de rencontre. La distance AK a telle longueur que l’on veut.' 

'. ' r t ■ 

. • ■ ■ i . . ■ 

•• • • . 
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. i , 2a* 4- 2o-10 2a -f 5 , 

par les deux expressions 4 — , — r 1 — sont conslam- 

. • . a* — U a -f 2 

inent égaux. Qiland deux grandeurs variables sont ainsi constam- 
ment égales, leurs limites sont égales. Mais quand a = 2, r l’<*x- 

v 2a 4- 5 9 •' 

pression — t- atteint la limite donc à la limite, pour a = 2, 
a -}-2 ^ < U 

2a* -}- 2a— 10 • .9 

; — * — est aussi égal à -. • , 

' a’ — U , h 

* . \ • > 

Le même raisonnement peut être fait chaque fois que les^deux 

termes de la formule qui donné jj opt un facteur commun qui de- 

% < 


vient ainsi égal à 0. De là cette conclusion : 

‘ Si, pour une certaine hypothèse , upie fractiôn algébrique ie ré- 
duit à -, on ne devra d'abord rien conclure de ce résultat; mais 

il faudra examiner avec soin si ses deux termes n’ont pas un fac- 
teur commun qui s'évanouit par suite de l’hypothèse dont il s’a- 
git (*). Si on découvre un pareil facteur, il faut le supprimer, 
et faire ’ ensïiile dans l’expression simplifiée l'hypothèse qui avait 

donné ^ ; on aura ainsi la vraie valeur de l’expression proposée. 

Si un pareil facteur n’existe pas , il faudra remonter à l’équation 

. dont l’inconnue est exprimée par cette fraction , y faire les hypo- 

0 . • * 
thèses. qui ont amené -, et résoudre ensuite celte nouvelle équation. 

Si cette équation se réduit à une identité , ex. .-3x -j- 2 = 3x + 2 , 
elle est réellement indéterminée - 7 elle est satisfaite par une infinité 

0 * * 

de valeurs de x; c’est alors que - est un véritable symbole d'indé- 
• . O • I 

termlnation (**). . • 


(*) L’hypothèse a ^2 annulant les deux termes de l’expression 


2o s + 2o—10 
a» — 4 ’ 

un en conclut que, la division de chacun' des polynômes 2o* + 2a— ^10, et 
o* — 4 par a — 2 donnerait le reste 0; ces 2 polynômes sont divisibles par a — 2, 
admettent a — 2 comme facteur (Y. n° ,4J y. Si l'hypothèse a = ‘2b + c annu- 
lait les 2 termes d’une expression fractionnaire , cela annoncerait la présence 
du facteur commun a *- 26 — e. ’ • 

(”) Par ex., le* termes de l’expression - — — n’ayant aucun facteur corrt- 
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4 * ' 

Nous avons complètement discuté l’équation Ax = 6; avrfnt 
•d*en faire. autant pour un système d’équations à deux inconnues, 
flous croyons utile de faire quelques observations sur la résolution 
/des problèmes du 1 M degré considérés au point d« .vue le plus 
général , et de montrer par un exemple comment on doit discuter 
ces problèmes. . 1 * * 

f , , * * 

>. • ' 4 . ' 

DE LA RÉSOLUTION DES PROBLÈMES EN GÉNÉRAL. 

. ' •' M * • * 

123. ttn. problème .a été mis en équation i nous savons résoudre 
• l’équation ou les équations posées; cela fait, comment le résultat 

du calcul iqdique-t-il la réponse à faire au problème? , • 

. En général , quand l'équation pu le syslème’des équations d’un 
problème admet une solution , le problème en admet une qui est 
indiquée par les noinbresirpuvés ; la réponse au problème se voit 
facilement. (V. les problèmes résoms jusqu’ici.) 

Mais jl n’-en ; est pas toujours ainsi. % 

Ayqnt bien, mis un problème en équalibn, on a tpouvé une so.- 
lution de 1 équation ou dés équations posées malgré cela , il peut • 
arriver que 1^ problème n’admette pas de solution. „ " • ‘ 

En géné'qaL', si toutes, les conditions nécessaires que doivent rem- 
plir les inconnues d’un problème sont exprimées dans J' équation ou ' 
les équations' établies , S une solution des‘ équations Correspond une’ 
solution du problème , qu’on aperçoit sans la moindre peine. . 

124. Mais il y a telles conditions qu’il n’est pas possible d’ex- , 

primer dans les équations , et qui sont parfâitément.distinctes des 
.conditions exprimées. ’ ‘ 

. ' En voici plusieurs exemples! y 

• Chaque lettre que nous écrivons dans uné équation est suscep- • 
tible de désigner un nombre quelconque entier, fractionnaire , 
incommensurable , positif ou négatif. Pans un but d’utilité géné- 
rale, nous avons écarté des conventions ou règles de l’algèbre 
. ... ... — — - — : — !- . > 

mnn , et devenant - ■pour a=0, i = u' , on remonte à l’équation du problème, 

, / ■ 0 i .. >4 '. 

— - et on y fait ces hypothèses -, el.ie se réduit à,- = ï identité. Aussi 

v r' p . • i , • i* v • • . 

Téfluationel par suite la solution du problème sont-'elles réellement indétermi- 
nées dans cette hypothèse., • * . * .*• . • i 


.J; 
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toute restriction qui ferai : représenter à une lettre un nombre de 
l’une de ces espèces, plutôt que d'une autre. Dès lors nous nous . 
sommes interdit d’exprimer dans une équation qu’une lettre re r 
présente un jioinbre entier et non pas uni nombre fractionnaire .• 
un nombre commensmrable et non pas un nombre incommeniu- ’ 
rable , un nombre positif et non pas un nombre négatif ; nous n’a- 
vons aucun moyen général de faire de pareilles distinctions. ' Si 
donc urib des conditions d’un problème est, par exemple, que 
l’inconnue doit être, un nombre entier, on ne' pourra pas , comme 
nous venons de le dire, exprimer cette condition dans 1 équation 
ou les équations du problème. Or une fois les équations posées, . _ 
J’époncé 11 ’existe plus, pour ainsi dire, pour le calculateur ; le ré- 
sultat auquel il arrjve satisfait à toutes les conditions axprimées 
dans les équations; l’algèbre ne s’embarrasse pas des autres. 
Ouand , par exemple , dans notre hypothèse , l’équation ,. étant du 
premier degré à une seule inconnue, n’admet qu’une solution , si 
cette solution est un nombre entier, tant mieux; le nombre. gui 
satisfait aux conditions nécessaires, exprimées (aux conditions ex- 

■ plicites) , satisfait à la" condition nécessaire non exprimée (condi- 
tion-implicite de.l’énôncé); en même temps qu’ilrésout Céqualiob, - 
11 donne une solution du problème. 

Mais si la solution unique de l'équation est un nombre fraction- 

• maire., on -en conclut que.le seul nombre qui satisfait aux condi- 
tions nécessaires exprimées , ne satisfaisant pas à une condition 
nécessaire, non exprimée dans l’équation , il n’y a pas dé solution 
du problème, quoiqu’il y en ait une de iéqqation ; le problème 
est impossible. 

Ce que nous venons de dire pour le cas où l'inconnue du pro- 
blême ne peut être qu’un nombre entier, est vrai pour tous les * 
cas -où l’énoncé comprend une ou plusieurs des conditions particu- 
lières indiquées- ci-dessus, bu toute autre condition non suscep- 
tible d’être exprimée, comme restrictive de la généralité des 
conventions fondamentales de l’algèbre. Nous citerons comme 
exemple celui ou l’inconnue est l’un des chiffres d’un nombre écrit 
dans le système décimal ; si on trouve pour solution de l’équa- 

• lion un nombre fractiofcoairé ou un nombre plus grand que 9^ ou 

une quantité négative, le problème proposé n’en ‘est pas moins 
impossible. . * 
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125. En résumé , toutes tes fois que les équations du problème 
admettent une solution , on est à même de vérifier si les nombres 
trouvés remplissent , ou non, toutes les conditions du problème, 
celles qui sont énoncées dans les équations, et les autres, s’il y en a; 
cette vérification , il faut la faire. Dans le premier cas, ils fournis- 
sent une solution du problème ; dans le cas contraire , le problème 
n’a pas de solution. 

Voilà le précepte qu’il faut observer avant tout. 

Nous venons de voir que l’équation ou les équations d’un pro- 
blème peuvent avoir une solution sans que le problème soit pos- 
sible. 

En revanche, il peut arriver que l’équation ou les équations 
d’un problème n’admettent aucune solution, et que cependant le 
problème ait une solution , la question posée une réponse , qui se 
conclut de ce qui s’est passé dans le calcul V. le n° 120. 

Nous constaterons ce fait dans l’examen plus détaillé, plus précis 
que nous allons faire des différents cas qui peuvent se présenter 
dans la résolution des problèmes. 

La discussion du problème suivant est prise en général pour 
modèle de discussion des problèmes du premier degré à une in- 
connue. 

126. Problème. Deux convois sont en marche depuis un temps 
indéfini , sur un chemin de fer X'ABX . 

G 

X' R' A b R X 

qu’ils parcourent tous deux dans le mime sens X'ABX. Le premier, 
qui fait v kilom. à l’heure, passe au point connu A , h heures avant 
que le second, qui fait v' kilom à l’heure, ne passe en B ; on connaît 
la distance AB = d lieues; on demande de trouver sur la ligne 
X'ABX le point de rencontre de ces deux convois. 

Soit R le point de rencontre cherché. 

Si on connaissait la position de ce point R relativement à l’un 
des points connus A et B , par rapport au point B , par exemple , 
on trouverait immédiatement ce point R. Prenons donc pour in- 
connue la distance BR . et posons BR = x; alors AR — d-4-x. Le 
premier convoi passe en A , h heures avant que le second ne 

. s 
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passe en B ; durant ces h heures , le premier convoi fait h fois 
v kilom. , vh kilom. , au delà du point A ; si donc nous prenons 
AC = vh , nous pourrons dire que le premier convoi passe en Ç, 
à l’instant où le deuxième passe en B. Outre cela , les deux con- 
vois se trouvent ensemble au point R ; ils mettent donc le môme 
temps pour aller, le premier de C en R , le deuxième de B en R. 
Les distances CR, BR, étant parcourues dans le même temps , d’un 
mouvement uniforme, sont entre elles comme les vitesses des 
deux convois (*). 

CR:BR = »:»'; BR = x , CR = AR — AC = d-far — vh. 
Notre l re égalité peut donc s’écrire ainsi : 

d-\-x — vh:x = v:v'. (1) 

On déduit de là : 

{d-\-x — vh)v' — tx, ou v'd -f- v'x — vv'h = vx ; (2) 


puis 


d’où enfin , 


v'd — vv'h — (v — v')x; 


x = 


v'(d — vh) 
»— »' 


(V 

(a). 


DISCUSSION. 

Voilà la formule du problème. Elle doit servir à trouver le 
point de rencontre dans chaque cas particulier, quand on y aura 
remplacé les quantités », »', d,U par les valeurs numériques qu’elles 
ont dans ce cas. Nous allons discuter cette formule ; c’est-à-dire 
que , examinant les différents cas qui peuvent se présenter dans 
l’application , nous verrons jusqu'à quel point le résultat trouvé 
douue la réponse à la question , et comment il donne cette ré- 
ponse. 


(*) H est évident que dans un même temps donné , si l’un des convois allait 
deux fois pins vite que l’autre, il ferait deux fois plus de chemin que lui; s’il 
allait trois fois plus vite , trois fois plus de chemin , etc. 
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* ‘ * , • • 

Observons d’abord que dans tous les cas où v est différent 
de,v’, l’équation (l),ou, ce qui est la même chose , l’équation (3), 
admet une solution, et n’en Admet qu'une (68) En est-il de même, ‘ 
du problème? c’est ce qu’ii est facile de vo^r à priori, et immé- 
diatement,, Nous préférons cependant décomposer ce cas général 
en deux cas particuliers : celui où la valeur (*' de x , qui satisfait 
à léqualion, est positive, et celui où elle est négative. 

Nous aurons répondu à la question faite pour le cas général, 
si nous répondons à la même question pour chacun de ces deux ■ 
cas particuliers dans lesquels il se aécompose. 

x %era positif quand ,on aura à la fois et ou* 

bien quand on aura en même temps v < et d <C'vh. ’> 

Nops süpposons que t\ v', d et h sont représentés par des 
nombres positifs. , . • ( •> 

Considérons d’abord le cas où l’on a v /> v r , et d > vh. 
x est alors positif; de quel côté doit-on porter cette distance 
positive? * : 

Raisonnons $ur l’énoncé même, vh = AC est plus petit que 
<f=AB; par conséquent le point C est dans le cas -actuel en 
arrière de B,’sur,la gauche. Ainsi donc ù l’instant où le deuxième 
convoi est en B, le preqiier est en arrière de lui de la dis- 
tance CB; la marche continuant à partir de ce moment, le pre- 
mier convoi , qui va plus rôle, regagnera à chaque instant une 
partie de l’avance CB que le second a sur lui , à chaque unité 
de temps, il regagnera évidemment sur cettq avance une dis- i 
tance égale à ê — v' ; supposons «pour fixer !^> idées que 
v = A3 kilom l/2,u'=A3 kilom, et en'inême temps CB= Atfkilom. 

A chaquè heure,’ le premier convoi regagnera y 2 kilom. sur’ 
l’autre; au ljout de ,2 heures , 1 kilom., etc... 11 aura regagné 
toute l’avance CB , et atteint le second convoi , au bout d’autant 
d’heures qu’il y ade fois 1/2 k. dans AO kilom. , au bout de 80 heures; 

CB d-rh 

en général, au bout du temps t = — Ce raisonne- 

» v — v r—v' , 

ment, évidemment général, prouve que dans le cas où l’on a 
v', il y a une rencontre; cetl$ rencontre ayant lieu un certain 
temps après que le'deuxième convoi a passé en B, se dirigeant 
dans le sens BX, aura lieu à droite de B; c’est donc dans ce suis 
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J • v'{d—vh) 

que uous porterons uotre distance positive , x = — - — p- =vt. 


» Le sens des valeurs positives de x est maintenant fixé. 

Remarquons bien que toutes nos conventions sont faites, quant 
auxsignesdes diverses distancesqui entrent dans la question comme 
données ou résultat ; nous ne sommes plus libres d’en changer. 
Considérons maintenant le cas où l’on a v <T v’ et d < vh.- 
vh — \G étant plus grand que d = AB , le point C, cette fois , 
• est en avant du point R, à droite du point B. A l’instant où le 
deuxième convoi est en B, l'autre est en avant de lui, en un 
.point C (*). Mais v' étant plus grand que v , le deuxième colhvôi, 
, qui est efi arrière de l’autre, au moment corisidéré , de la dis- 
tance, RG = vh — d, regagnera à chaque instant une partie de 
cette distance (dans chaque unité de temps une distance , v'~v), 
et rattrapera l’autre au bout d’autant d’unités de temps qu’il y a 
de fois » — r’ dans BC= vh — d; (on peut faire ce raisonnement sur 
des nombres. Kx : t'=i3kilom.,t/==à3kilom. I J2 et BC=àO kilom.). 
II y aura donc une rencontré des deux convois, et cette ren- 
contre aura lieu après que le deuxième convoi aura passé en 
B; elle aura donc lieu au delà de B, à droite. Cette distance doit 
être portée dans le môme sens que celle du cas précédent , ce que 
l’algèbre indique par l’identité du signé. 

Considérons maintenant les cas oa la valeur de x est négative. 
Cela arrive dans deux cas : 1° quand on a à la fois v < v', dy>vh; 
2° quand on a en même temps v > d < vh. 

Soit d^>vh, vh = AC étant moindre*que d = AB, le 

point y est en arrière du point B. Le 1 er convoi est en arrière de 
l’autre à l'instant où celui-ci est en B; de plus, u.étant moindre que 
v 1 , le prenne* convoi va moins vite que le second ; il résulte de là 
, que la marche continuant , ce premier co'aAn va rester de plus 
en plus en arrière du second , et certainement ne l’atteindra pas 
au delà du point B. Si donc les deux convois ne faisaient que se 
mettre en route à l'instarït où nous les considérons , il n’y aurait 
pas de Venconlre : le problème serait impossible. Mais ils sont en 


* 


» 


(•) Nous ne figurons pas cette position du point <’.*pour ne pas trop multi- 
plier les lettres sur la ligne X’ABX ; ce qui produirait de la confusion. 11 est 
facile de mettre pac la pensée le point C où nous l’indiquons. 

’ ' . . t . . ’ .. ’ - •' • •• 


V • 


. t 


•* r ■ 
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‘ » 

route depuis une époque antérieure non designée; la solution né- 

v'(d — vh) . ' ,, . , ■ , - 

gative x = — —7 — —— i , indiquerait - elle simplement qu on a 

fait une fausse supposition dans .11. prise en équation du pro- 
blème? En effet , nous avons supposé que les deux- convois se • 
rencontrent au delà de B ; cela n’est pas possible; mais n’ont-ils 
pas pu se rencontrer en arrière du point B? Imaginons que le 
deuxième convoi étant arrivé au point B- et l’autre en C, ils 
rebroussent chemin, se dirigeant dans le sens BC ; dans cette- nou- 
velle course , le premier convoi se trouvera en avant , le deuxième 
en arrière ; et comme le deuxième va plus vite que le premier, 
y' > v , il le rattrappera au bout d’un temps; l heures , que l’on 

' BC , ,d — vh . . . 

trouvera égal à — *= -, si on raisonne comme dans le 

v — v v — v • •»«*-, 

cas précédent; la marche -ayant lieu à gauche de. B dans le sens 
BC, la rencontre aura lieu en un point R',‘de ca côté de R. 
Mais les convois, ayant rebroussé chemin, se trouvent, une 
heure après , aux mêmes endroits où ils étaient une heure avant ;• 
deux heures après , là oh il$ étaient deux heures avant ainsi de ■ 
suite ; mais t heures après , ils se trouvent ensemble au point R' 
donc t heures avant d'avoir rebroussé chemin* c’esl-à-dire l heures 
avant-d’être le premier, çn C , l’autre en B , ils se sont trouvés en- 
semble en R', à gauche de B. C’est donc à tort qu'on a supposé 
qu’ils se rencontraient en R au delà de B; l’algèbre, eu donnant 
. . v'(d . — rh)' 

pour x une valeur négative ; , rectifie cette fausse sup- 

V — V ' 

position. Plaçons-nous donc dans l’hypothèse contraire , et met- 
tons le problème en équation. Soit R', à gauche de B , le point de 
rencontre ; posons toujours BR' = x ; alors AR’ = x~- d. Les 
deux convois allant dans le même temps, l’un du R' en C, l’autre 
dé II' en B, nous aurons l égalité 

. . R C x * ■ ' t ■ • ' * ' 

. • •* “T • — y . * - * 

. * * • » ' ' v . V • . . •• , 

mais R,’C = R'A -f AC = x — d -f- vh ; d onc l’équation du pro- 
blème est • . . 

- , ■ g- — d-\-vh v 


x 


' • f.: 


t ‘ 

i 


(«O 


* .> 
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Comparons-la à l’équation obtenue dans l’hypothèse d’tine ren- 
contre au delà de B, c’est-à-dire à 
. • , • X -f- d vh ; v • • » 

• — T y 

X \\ V 

• , • • 

si l’on change x en — x dans cette dernière , on a 

, ’ — x-\-d—vh v 

1 — 

• \ * — X! V 

i . • 

Cette équation équivaut exactement à l’équation (A) : 

• x — d -\-vh , v 


car il n’y a qu’à'çhanger les signes des termes de Tune pour ob- 
tenir.l’autre. . # , . 

L'équation ■ A! équivalant à celle qu’on obtient en changeant x 

en — x dans l’équation (1) , il s’ensuit que si V ^ V ^ ' 


v — v 


v'(d — vh) . ... . • ... * . v(d — vh) 

tz satisfait à 1 équation (1), x — satisfait à 

• v — v , . .. . . tJ — » 

l’équation (A), -et par suite au problème , dans l’hypothèse qu’une 
rencontre a lieu en deçà de B. Ainsi donc, pour trouver le véritable 
point de rencohtre , il suffit de porter à gauche de B une distance 

égale à la valeur absolue de x , c’est-à-direà ^4 — ~. 

. ' v — c 

La valeur (A) de x ést encore négative quand on a -en même 
•temps -t- > v'. et d < rhi On peut vérifier que , dans ce cas en- 
core , ou a fait une fausse supposition dans la mise en équation du 
problème , le point de rencontre n’étant pas au delà du point B , 
mais en deçà. Kn effet, vh = AC étant.plus grand que AB, le 
point C' est au .delà de B ; le deuxième convoi arrivé en B est 
donc en ce moment eu arrière de l’aufre ; mais il va moins vite 
que lui, -puisque v' ■< r ; donc il ne le rattrapera pas au delà du 
poipl B, où il se trouve. C’est donc à tort que l’on a supposé qu’il 
y avait une rencontre- au delà du point B. Pour rectifier cette 1 
suppQsilioti , changeons x en — .r-'dans l’équation (1) que nous 
avons posée pour résoudre le problème, il vient :. > 

' • — x -f- d — vh 


— x 


V: 

I?' 
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Or si nous supposons que la rencontre ait lieu en un point R' à 
gauche du point B, on trouve l’équation 


a"-f- vh — d 


x 


V 

v' 


(h) 


qui n’est autre que l’équation précédente dont tous les termes 
auraient- changé de signe; donc » comme elle, elle admet pour 


solution la valeur absolue de x = 


_ — v'{vh—d) 


■ . v'(vh—d) 
, qui est — 


v — v v — v 

.. Si donc il y a eu une rencontre , elle.a eu liéu au point R' tel que’ 

v'\v h~d) \ ■ « . • . 


BR' = 


v—v 


Pour s’assurer qu’il y a eu réellement une' réncontre en arrière 
du point B, il suffit de raisonner comme dans le cas précédent. 
On ilnaginc que les deux convois étant le 2 e en B , le 1" en C • 
. au delà de B , ils rebroussent chemin , se dirigeant’dans le sens C? 
vers la gauche (le point C est ici à droite dé B). Coipme le 1 er convo* 
est maintenant -en arrière de l’autre .et qu’il va plus vite’, il y 

' , , • / . - . ’ *■ • » vh — d 

aura renedntre dans ce sens , au bout d’un certain temps t = T ; 

* • •. * t ) — v 

, donc qu nd les convois marchaient dans lé sens X'ABX , il :y a eu 
une rencontre / heures avant que le‘2' convoi n’arrive enB.(V. le cas 
précédent), On obtient ce ppint de rencontre en portant à gauche 

. de B une distance mesurée par la vaJeurabsoluedea; = — — — — 


v — v 


C’est une nouvelle vérification des propriétés des quantités néga-, 
. tiveS. * t- • • • ’ . 

Pour compléter la discussion du problème , il nous reste à exa- 
miner les cas suivants * 


1 ° 


.t 


d ~ vh ; 

* 

tî X v' ; 
v OU > ’ 


d 0^j> vh ’ 


\ et v = v 1 ’, 

V », * • - t ■ 

. à 

1° d = vh; v différent de v' ; dans ce cas x = 2 = 


\ d = vh 

F v =y. 


0 




V — V ■ 

, « 

BR = 0 ; la rencontre doit avoir lieu en B ; en effet , d = vh, ou 
AB è=AC , signifie que 'le premier convoi arrive en B en même 

■ , • ■ 

» -• » j 
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temps que le second; ils se rencontrent au point B. 11 n’y a pas 
eu de rencontre antérieure; car s’ils s’étaient trouvés ensemble 
avant l’arrivée du 2' convoi en B , celui qui va le plus vite au- 
rait pris l’avance, à partir de ce point de rencontre, et ils ne se 
retrouveraient pas ensemble au point B. Il n’y aura pas d’autre 
rencontre au delà de B ; car à partir de ce point , le convoi qui 

va le plus vite prendra l'avance et l’aura de plus en plus. 

* • • 

2” d différent de vh et v = v'. On trouve x — — = oc. Ce 

0 

symbole annonce ici l’impossibilité du problème (120) ; les deux 
convois ne se rencontreront pas! En effet, d ()u 'L > vh, ou AB 

(j[] ~ AC. signifie que le T convoi étant en B, l’autre est en 

avant ou en arrière de ce point. Dès lors, leur vitesse étant la 
même , ils ne gagneront pas l’un sur l’autre . ils resteront tou- 
jours à la même distance CB ou BC l’un de l’autre, et ne se 

réjoindront pas; ils ne se sont pas rencontrés antérieurement, 
car ils seraient restés ensemble, et seraient ensemble au point B. 

127 . Si v n'était pas égal a v', mais en différait très-peu, la 
valeur de x serait d’autant plus grande que v — v' ou ré — v serait 
petit relativement à vl d — vh); Je point de rencontre s’éloigne- 
. rait de plus en plus du jroint Ç, et pourrait s’éloigner autant que 
l’on voudrait, si on rendait v - v : ou v' — v suffisamment petit ; 
on voit ainsi comment on arrive dans ce genre de problèmes- à 
l’impossibilité.’ Ces considérations et ce résultat ' confirment ce 


* 7ÏI * 

qui a été dit n° 120 relativement au symbole — . 

1211. 3° d — vh; v' = v La valeur de 'x se présente sousla 

0 » 
forme -. Cette valéui de x est réellemçnt indéterminée; car il 


’• s. , , v ( d — vh) 

n’existe pas de facteur commun aux deux termes de -r-^ 

, ‘ v — v' 

. « \ l 

et si’on se reporte à l’équation (1) du problème pour y faire lés 
hypothèses d — rh ■ v ~ t? , on trouve * 


*£ _ ü _ ÿ 
xv ' * 
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véritable identité, vérifiée quel que soit x ; 1 équation est réelle- 
ment indéterminée. Tl en est de mêmé du problème; en effet, 
d = vh, ou AB = AC, signifie que les deux convois sont en- 
semble en B; ayant la môme vitesse v — v, l'un ne dépassera pas 
l’autre , ils seront ensemble à tous les points de la route situés 
au delà de B ; ils ont toujours été ensemble antérieurement ; au- 
trement, ayant la môme vitesse, ils ne se seraient pas rejoints au 
point B. Chaque point de la route au delà ou en deçà de B est 
un’ point de rencontre. .Le point R est partout sur la route par-» 
courue ; BR qpt absolument indéterminé. 

129. Notre discussion est terminée; on voit que l’admission des 
quantités négatives offre dans ce genre de problèmes les avantages 
que nous avons signalés précédemment. 

Nous pourrions encore, par continuation , remarquer qu’en 
introduisant les quantités négatives dans les données mêmes de la 
question, on peut encore étendre l’application de la formule 
.v ’{d-vh)\ „ 

x — 7— à d autres cas que ceux que nous avons considérés. 

V — V 

* Supposons, par ex. , que le signe donné au nombre désigné par v 
- ou v' indique le sens de là marche de chaque convoi , savoir, le 

signe -j- la, marche dans le sens X'ABX; le signe — la marche 
dans le sens contraire XBAX',; alors la formule donnera encore, 
le point de rencontre des deux -convois, si les autres circon- 
stances restant les mêmes,’ ils allaient en- sens contraire l’un de 
l’autre, le premier dans le sens X'ABX, l’autre dans le sens XBAX'. 

De même si on donnait au nombre d’heures désigné par h le 
signe -j- ou le signe — , suivant que le moment de l’arrivée du 
T convoi en B est postérieur ou antérieur au moment de l’ar- 
rivée du 1 er en A , la même formule précédente donnerait la ré- 
ponse au problème dans l’une ou l’autre circonstance. 

SS on suppose d~ 0, ou le point B corifondu avec le point A, 
la formule répond encore à la question. Bile y répond également’ 
quand on suppose fi = 0 , c’est-à-dire que lés deux convois sont 

• au même instant l’un en A , l’autre en B. C’est le cas du problème 
traité en note, p. 107, et on peut voir que ponr h — 0 les équa- 
Uçns sont les mêmes. 
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Formules générales pour la résolution des è juations du I e ' degré 
à deux inconnues. — Discussion complète de ces formules. 


1 30. En représentant les données par des lettres dans les équa- 
tions du l rr degré à plusieurs inconnues, nous pouvons aussi avoir 
des formules générales donnant les valeurs de ces inconnues com- 
posées avec leurs coefficients , et le,s termes tout connus. » 

D’abord nous supposerons que dans chaque ‘équation on ait 
préalablement réuni dans un même membre tous fes termes ren- 
fermant chacun une inconnue , mis chaque inconnue en facteur 
commun des nombres qui la multiplient, et isolé les termes tout 
connus dans le second membre. On obtient ainsi des équations 
tellés que celle-ci : 

ax-\-by-l r cs^-:.. = k. • 

Cela posé, les équations à deux inconnues affecteront cette 
forme générale '! , ’ 

.. • .. ax + by .= o.' . • • . - 4 . 

» • * . « • * 

131. Nous avons vu , n° 70, qu’il faut deux équations distinctes 
• pour que les inconnues aient des valeurs déterminées. Considérons 

donc le système d’équations *• 

. • • . • ax-\-by = c' 1 • ( 4 ) ' ’ * 

a’x-i -b’y = c' , ( 2 ) 

et résolvons-lcs d’abord. Nous agirons exactement comme pour 
les équations numériques ; nous éliminerons une des inconnues 
par l’une des méthodes indiquées. , T 

Employant la méthode par substitution, nous tirerons de l’équa- 
tion ( 1 ):, 


y- 


c — ax 
’ b.. 


(3>, 


et nous remplacerons y par cette valeur dans la seconde équa- 
tion ; nous trouvons ainsi j ( ’ ■' • * 


, , b' (c — ax) , 

a x + 7 7 «- = c ■ 

b A ». 




. * 
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D'où , en chassant les dénominateurs 

ba'x + cb' — ab'x = bc' , 

, - . 1 

faisant passer les ternies en x dans le 2 e membre, il vient : 

» cb' — bc'=(ab ' — 6a'): v; (15) 

cb' — 6c' 


d’où la formule 

• * 


X: 


ab' — bd' 


(m) 


Substituant cette valeur de x dans l’équation (8), on trouve 
• cb'—bc' 


c*— a 


y = 


ab' — 6a' ab'c — ba'c — acb' -f- abc' 


b b{ab' 

qui , toute réduction faite , se réduit à 

y 


ba"\ 


ac - 


ea 


ab’ — 6a' ’ 


(n) 


Les égalités (in) et (n) sont les formules annoncées. 

152. Nous allons immédiatement en faire une application. Re- 
prenons les équations 

.. \ ly-\-5x—ib ' . (!) 

8y — 3.r = 6 , (2) 

déjà résolues , et calculons les valeurs de x et y b l’aide des for- 
mules (m) et (n). Dans le cas actuel a = 5, 6 = 7, c — 36; ‘6’ = 8 ; 
a' — — 3 , c' = 6, D’après cela les formules (m) et (w) donnent 


x- 


36X8 — 7x6 272 — 28 266 


5x8 — 7X(— 3) 60 + 21 


61 


6 . 


5X6 — 36 X(— 3) gO + 102 _ 122 _ 


5 X8 — 7 X ( — 3) 60+21. 


61 


2 . 


Ce sont les valeurs trouvées par chacune des méthodes d’élimi- 
nation. ’ , . . 

155. On a déjà remarqué que les valeurs générales (m) et (n) 
de x avaient le même dénominateur facilé à retenir. En regardant 
de près les numérateurs, on a vu que chacun pouvait se déduire 
facilement du dénominateur commun; on a ainsi trouvé une règle 
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qui donne le moyen d’écrire immédiatement les formules ( m ) 
et (n), sans faire le calcul d’élimination indiqué précédemment. 

Règle. Étant données les équations générales 

• . . i ■ ' • . 

ax -f- by =c (Il 

a'x-f b'y = c', (2) 

écrivez à la suite l'un de l’autre les arrangements ab , ba des deux 
lettres a et b ; séparez -ensuite ces deux arrangements parle signe — , 
puis accentuez seulement la dernière lettre de chacun. Fous aurez 
ainsi le dénominateur commun ab' — ba' des valeurs générales de x 
et de y. Pour avoir le numérateur de x, remplacez dans ab' — ba 
chaque lettre qui est un coefficient de x dans l’une des équations don- 
nées, (1) et (2), par le terme tout connu qui lui correspond, c’est-à- 
dire a par c, et a' parc 1 . On trouve ainsi le numérateur cb' — bc'; 
eb' — bc' 


ce qui donne X- 


-, ; on fait de mime pour y; un remplace 


ab' — ba' 

dans ab' — ba' chaque lettre qui est un coefficient de y par le terme 
tout coÊnu qui lui correspond , c'est-à-dire b' par c' et b par c ; 

. , ac' — ca' 

= J5 r =ïî - 

Ceci est une règle purement mnémotechnique servant à retrou- 
ver au besoin des formules dont on connaît l'exactitude pour les 
avoir obtenues au moins une fois par un calcul direct , par l’éli- 
mination , par exemple. ' . . 


Discussion des formules générales (m) et (n). 


-154. L’emploi de ces formules générales ( m ) et (n) pour la 
résolution de deux équations proposées du 1 er degré à deux in- • 
connues tient lieu du calcul par élimination appliqué directement 
à ces deux équations. Ces deùx modes de résolution sont-ils équi- 
valents? L’emploi des formules donne-t-il dans tous les cas les 
mêmes résultats que le calcul direct? c’est ce qu’il importe d’exa- • 
miner. C’est dans cet examen que consiste la discussion des for- 
mules • • ' 

155. Reprenons les deux équations générales • ■ 

• ax -j- by —’c (1) » 

a\x -f- b y = d. . (2) 
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joignons- y le tableau des calculs effectués n* 1 31 pour arriver aux 
formules (m) et (n).' 


De [\ ) on tire 


'J-- 


c — eu V 


d’où , en remplaçant dans (2) 


, b'(c — ax) , 
axA — - — - — c 


( 3 ) 


( 4 ) 


puis, a hx -J- cb — ab'x = hr' ou rb' — bd = {ab ' — ba')x. (5) 
De dette équation (5) > on a déduit la formule 


'cb' - bc' 


(m) 


ab'~ba ” 

puis par substitution dans l’équation (3), toutes réductions faites , 

(*) 


y — 


ac 


■ ca 


ah' — ba r 


On peut observer que l’équation (5) et la formule (m) signi - 
liant exactement la même chose , ne peuvent manquer de donner 
dans tous les cas le même résultat. 

Maintenant discutons 

Nous supposerons d’abord qu’aucun des coeflicients a, a', b , b' 
ne manque , ne soit égal à zéro. . 

» L’équation (5) est de la forme A . x = 6 ; A — ab' — ba! ; B = 
cb' — bd. De là, eu égard à la discussion de l’équation A.x = B, 
n 0 78 , cette première conséquence. 

136. 1 er Cas. ab' — ba' est différent de 0. L’équation (5) donne 
par .r une seule valeur finie , celle que donne la formule (m) , 
(A différent de zéro, n° 68). 

En substituant celte valeur de x dans l’équation (1), ou dans (3), 


ax 


-, qui est celle 


on trouve pour y une seule valeur finie, y — 
fournie par la formule [n). 

Lors donc que ab’ — ba' n'est pas nul 'le système des équations (1 ) 
et (2) n' admet qu'une solution composée d'une valeur finie de x, et 
une de v. ' 
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Les formules donnent alors le même résultat que le calcul direct 
appliqué aux équations données. 

157. 2' Cas. Supposons ab' — bu,' = 0 , cb' - bc’ = m, nombre 


différent de 0 , autrement cb' 


< 

ou > 


0 . 


m 


La valeur de x prend 'alors la forme -. 


m' 


Nous allons montrer que la valeur y prend aussi la forme — 

Comme le dénominateur de y, ab' — ha' — 0, il suffit pour cela de 
montrer que ac' — coi est ici différent de 0. 

En effet, ab' — ba! = 0 donne ab' = ba‘ d’où " ; ensuite 

i a b 


r <? h 

d’où -, p,; si l’on 

c ou > b' 

b a * 

remplace dans l’inégalité , > par la valeur égale - , on trouve 


cb' — bc'=m équivaut à cb ^ 6c'; 

ou> 


c < a < 

- — ou ccr ac' , ou enfin ac 

c ou > a ou> 


-ca' = un nombre m' 


m 


différent de zéro ; donc la valeur de y a la forme — . 

fil 

Nous avons vu que le symbole — indique l’impossibilité dans le 

cas d’une équation du premier degré ù une seule inconnue ; nous 
allons voir qu’il en est de même pour nos deux équations à deux 
inconnues. • * 

Introduisons les hypothèses actuelles dans les deux équations 

a b , 4 ba' 

générales (1) et t2). Ue l’égalité , on déduit a = — . • 

. a b b 

Remplaçons a par cette valeur dans l’équation (1) , il vient 
~ x -f- by = c , d’où ba'x -j- bb'y = cb', qui s'écrit ainsi : 


b(a'x -)- b' y) =± cb'. 


il) 


Comparons l’équation (1), mise sous cette forme, à l’équa- 
tion (2); quels que soient) lés nombres mis à la fois pour x et y, 
le 1 er membre de (t) est, dans le cas actuel, égal ad 1" membre» 
de (2) multiplié par 6 ; donc , pour que les deux équations pus- 
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sent être vérifiées par un même système de valeurs de x et de y, il 
faudrait que le 2' membre, cb de l’une fût égal au 2' membre, c', 
de l’autre multiplié par b ; il faudrait donc que l’on eût 


cb' — bc ’ 


ou 


cb' — bc' = 0 , 


ce qui n’est pas , puisque , par hypothèse . cb' — cb' = m. 

Les deux équations (1) et (2) ne peuvent doue être vérifiées par 
un même système de valeurs de x et de y ; on dit alors qu’elles 
sont incompatibles entre elles (*). 

Ainsi donc , quand on a en même temps ab’ — ba’ = 0 et 

cb — bc' ou ^ 0 , les équations {1} et (2) sont incompatibles entre 

elles, c esl-à-dire , ne peuvent être vérifiées par un même système de 
valeurs de x et de y. 

*38. 3' Cas. ‘ab'r-ba' = 0; cb' — bc' = 0. 

Alors la valeur (m) de x se présente sous la forme -. Il en est 
* ® 
de même de la valeur (n) de y. 

En effet, de ab' — ba' = 0, on on tire —, = p ; de cb' — bc'= 0, 

un déduit — = p ; donc % = -, , et par suite ac'—cat, puis ac' — 
i f C 0 ^ et c 

co = 0 ; d’où u == -. 

Ces valeurs de a; et de y indiquent en général l’indétermination . 


(') Quand les valeurs de x et y se présentent sous la forme ^ on peut, au 

point de rue des applications , interpréter ces symboles comme on l’a fait à pro- 
pos de l’équation AX* = B, n° 120. On peut, supposant cb' — bc' égal à un 
nombre m, concevoir que les données de la question varient de telle sorte que 
le dénominateur commun rib' — ba' prenne des valeurs successivement et con- 
stamment décroissantes. Les formules (m) et (ni, toujours applicables, donnent 
pour x et y des valeurs convenables , constamment croissantes , lesquelles peu- 
vent toutes deux devenir plus grandes qu’un nombre donné quelconque, si le 
nombre ab' — bat devient sullisamment petit (120) : c’est ce qu’on veut expri- 
mer quand on dit que , pour ab' — ba' = O, x = ^ ec ; y — = oc . 
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si on s’en rapporte à ce qui a été dit à propos de l’équation 
A .x — B , n os 121 et 122. 

Voyons s’il en est tle même pour les équations (1) et (2). 

De ab' = ha,', on déduit a = ; substituant cette valeur dans 

• b 

l’équation (1) , elle prend la forme 
ba' , 

:t x -f- h)i — c équivalant à celle-ci : ba'x + bb'y — cb. 

U 

On peut diviser les membres par b. ce qui donne 

ax-+-b */= — • 

b s 

* •* • * 

Comparant l’équation (1) mise sous cette forme à l’équation (2) ’, 
n'a--}- b'y =c', on voit que ces deux équations seraient identiques, 
cb' , ' ch' 

si l’on avait - - = c ; or — — c, puisque, par hypothèse, cb’ — 

M. i " . 

Les équations (1) et (2) dans, le cas actuel sont donc équiva- 
lentes l’une àTautre , admettent exactement les mêmes solutions. 
Toute solution de (1), prise séparément, est une solution de (2) ( 
satisfait au système (1) et (2). Or l’équation (1) , prise isolément, 
admet une inlinité de solutions; donc le système des équations 
(1) et (2) admet une infinité de solutions. 

Quand un a à la fois ab' — ba'=0, cb' — bc' ==0, le système des 
équations il) et (2) admet en général une infinité de solutions ; on 
dit qu’il est indéterminé. * 

159. Dans ce qui précède nous avons supposé touslescoeflicients 
• a, b, a', b 1 différents de 0. Si un seul d’entre eux était nul , il n’y 
aurait pas d’élimination à faire , et avec le système des équations (1) 
et (2) elles-mêmes, nous serions tout aussi avancés qu'avec le sys- 
tème (5) et (1). Nous allons voir que les formules convienneut au 
cas où un seul coefficient serait nul, aussi bien qu’à celui où x 
manquerait dans la première et y dans la seconde, ou vice versa. 
Ex. : b' = 0; les équations deviennent ax by — c ; a'x = c 
... c ' co' — ne' 

d ou ,r — -, et u = — — ; ce sont les valeurs que donnent 
a ba ,• 

alors les formules (tid et. n ;. 
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Pour b — 0 même vérification ; les formules s’appliquent quand 
a seul est nul , ou a' seul nul ; même vérification , même conclu- 
sion quand on a en même temps b = 0 , a' = 0 ; les équations se 

" , c c> 

réduisent à ax = c, b' y = c, lesquelles donnent x — - ; y = — ; 

Q> 0 


les formules donnent ces valeurs dans le cas actuel. 

Même vérification quand 6’ = 0, a = 0. 

Si on avait à la fois b = 0 , b' = 0 , les équations proposées ne 

seraient plus que deux équations k une seule inconnue ax = c, 

ax = c', lesquelles ne pourraient évidemment s’accorder qu’autant 

c c' ce' 

que - serait égal à — . Ces valeurs -, -7 de x sont d’ailleurs 
a a a a 

celles que donne la formule (m) quand on y introduit l’hypothèse 

pour cela ou y remplace c par sa valeur ce qui 
a a a 


ac'b' 


bc' 


c'( ab ' — 6a') , . c' 

-77-r; — r-É, ou bien, x — -, si on 
a [ab — 6a) a 


donne x — — — — - 
ab — 6a 

supprime le facteur commun ab' — ba!. 

Quant à la valeur (n) de y , elle prend , dans le cas actuel , la 

forme ^ , puisque ac' = ca' et ab' = ba' ; y est indéterminé. 


Équations du l ,r deyré à trois inconnues ; formules générales. 


140. La forme de ces équations est celle-ci : 


ax +by + es — d 

(D 

a'x -|-6'y +c'x — d' 

(2) 

a"xJr b"y -f d'z = d". 

(3) 


Nous pourrions, comme pour les équations à deux inconnues, employer 
l’une des trois méthodes d’élimination, la méthode de substitution, par exemple. 
Nous préférons, pour simplifier, nous servir d’abord des formules (m) et (n). 
Pour cela, nous déduisons d’abord de (1) et (2) les équations équivalentes 

ax +by —d —es M 

a!x + b'y — d' — c'z. (5) 

Assimilant ces équations aux équations générales aa -f by — c, a't + b'y — C , 
nous voyons qu’elles n’en diffèrent que par le changement de c en d — es , et 

9 
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de c’ en d’ — c's. Pour déduire les valeurs de x et y convenant à ces équations 
(4) et (5) des formules (m) et (n) , 

cf>' — bc* ac 1 — co' 

ab ? — ba 1 ’ ^ ab' — ba' 1 

il nous suffira d’y faire le même changement. On trouve ainsi : 

{d — es) b' — b (d' — c's) db' — bd' -f (bc' — cb')s 

ab' — bo' ab'—ba' 

_ a(d' — c's) — (d — cs)a' ad' — da' -f- (ca' — ac')s 

V ab' — ba' ab' — ba' 

* 

Nous savons ainsi comment a; et y se composent avec chaque valeur conve- 
nable de s; employant la méthode par substitution, nous remplacerons x et y 
par ces valeurs dans [3) , et nous aurons une équation à une seule inconnue 
devant être vérifiée par toute valeur convenable de s ; on a ainsi : 

db'a" — bd'a" + (bc’a"— cb'a")s , ad'b" — da’b" + (ca'b"—ac'b")s , „ 

r; ■■ H n — T + c"x = d". 

ab — ba ab' — ba 

' 

Appliquant la règle des équations à une inconnue, nous arrivons à ce 
résultat : 

(bc'a" — cb'a" ca'b" — ae'b" + ab’e" — ba'e")s = 

= db'd" — ba'd" + bd'a"—db'a" —ad'b" + da'b". (8) 

D’où on déduit : 

ab'd" — ba'd"+ bd'a" — db'a" — ad'b" + da'b'' 

"* bc'a" — cb'a" + ca'b " — ae’b" + ab'c" — ba'e" 

On donne aux termes du numérateur et du dénominateur un arrangement 
plus régulier relativement aux lettres a, b, c.... On écrit ordinairement 
ainsi : 

ab'd"— ad'b" + da’b" — ba'd" + bd'a" — db'a" . , 
ab'c" — ae'b" + ca'b" — ba'c" + bc'a" — cb'a" 

On peut vérifier l’identité de ces deux valeurs de s. 

En mettant cette valeur de s dans les égalités (6) et (1) , on arrive à ces va- 
leurs de x et y : 

_ db’c" — dc'b" + cd'b" ■ — bd'c" + bdd" — cb'd" 

X ab'c" — ae'b" + ca'b" — ba'c" + bc'a" — cb'a" ’ 

ad'c" — ae'd" -f- ca'd" — da’c" + d c'a" — cd'a" 

• ^ ab'c" — ae'b" + ca'b" — ba'c" + bc'a" — cb'a''* 

On ne manquera pas de trouver ces formules un peu compliquées, et ordi- 
nairement pour les équations numériques on préférera le calcul direct, par 


M 

(?) 


( 6 ) 

( 7 ) 
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l'élimination, à l’cmidoi de ces formules; aussi ne ferons-nous pas d’applica- 
tion numérique. Ces formules servent principalement à la généralisation de 
certaines questions qui ‘se résolvent par un système de trois équations à trois 
inconnues. 

On remarque encore ici que les valeurs («), (fi), ( 7 ), de x, g, s , ont même 
dénominateur. On voit aussi facilement (quand on a déjà traité le deuxième 
cas) que chaque numérateur peut se déduire assez simplement du dénomina- 
teur. On a encore trouvé une règle mnémotechnique servant à écrire immédia- 
tement les formules (a), (fi), ( 7 ) sans passer par les calculs d’élimination que 
nous avons indiqués. 

Règle. Formes les deux arrangements ab, ba des deux lettres a et b. Puis 
formes et écrives à la suite les uns des autres, par ordre , les trois arrange- 
ments de trois lettres que Von peut obtenir en mettant la lettre c à toutes les 
places possibles , depuis la dernière jusqu'à la première, dans l'arrangement 
ab ; cous trouvères ainsi : 

abc , acb , eab. 


Agisses de même avec le deuxième arrangement ba de deux lettres; vous 
trouveres : 


bac, bca, cba. 


Écrives ces trois derniers arrangements de trois lettres à la suite des trois 
premiers , puis mettes devant chaque arrangement , alternativement, l’un des 
signes + et — ; cous obtenes ainsi le résultat : 

abc — acb-f- cab — bac -f bca — cba. 


Mettes enfin l’accent' à la deuxième lettre de chaque arrangement , et l'ac- 
cent " à la troisième, tous aurcs alors le dénominateur commun des valeurs 
de x, y et 1 . 

ab'c" — ae'b" + ca'b" — ba'c" -f bc'a" — cb'a". 

Pour obtenir ensuite le numérateur, faites pour chaque inconnue ce que nous 
allons indiquer pour z. Remplaces dans le dénominateur chaque lettre qui est 
un coefficient de celte inconnue dans l’une des équations données (1) , (2) , (3) , 
par le terme connu qui lui correspond dans cette équation. Pour z, par exemple, 
remplaces c par d , c' par d r , c" par d" ; vous trouveres ainsi pour numérateur 
de la valeur générale de 1 : 

ab'd" — ad'b" + da'b" — ba'd" + bd' a" — db'a". 

141 . Nous n’entreprendrons pas la discussion des formules précédentes. 
Nous traiterons seulement un cas particulier, celui où l’on a simultanément 
c=0, c' = 0, c” = 0. 

(h) ax + by + cx — 0; a'x + b'y + c'x = 0 ; a"x + b"y + c"s = 0 . 

Ces équations admettent la solution x=0, y=0, 3 — 0. Pour découvrir si 
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elles en admettent d’autres , supposons qu’elles en admettent au moins une ; 
alors l’une des inconnues, au moins, ; par ex., a une valeur différente de zéro. 
Cela posé, les deux premières équations (h) peuvent s’écrire ainsi : 


ax + by — — ex; a'x + b'y — c'x. 


En regardant x comme connu , on tire de ces équations par application des 
formules (m) et (n), page 1Î5, dans lesquelles on remplace c par — ex, et 
c' par —e'x. 


(bc' — cb r )z ( ca' — ac')x 
ab' — ba' ’ V ~~ ab' — ba' ' 


(*) 


Substituant ces valeurs de * et y dans la 3 e des équations données (h) , il vient, 
tout calcul fait , 

(bc'a" — cb'a" + ca'b" — ae'b" + ab'c" — ba'c")x = 0. 

Cette équation sera vérifiée , quel que soit x , si on a la relation 

( l ) bc'a" — cb'a" + ca'b" — ae'b" + ab'c" — ba'c" = 0 

entre les coefficients des équations proposées. Dans le cas contraire, il faudra 
qu’on ait x = 0. Mais si on opère de manière à conserver finalement x ou y 
comme on a fait pour conserver x, dans l’hypothèse que x ou y serait différent 
de 0 , on arrive à cette même égalité de condition (1). 

On conclut de là que le système des équations proposées ( h ) ne peut admettre 
d’autre solution que x — o, y = o, x = 0, que si la condition (1) est vérifiée par 
les coefficients de ces équations (h). Cette condition est donc nécessaire. Sup- 
posons qu’elle soit remplie, alors on peut en général donner à x une valeur 
quelconque; on tirera les valeurs correspondantes de x et y des formules (k), si 
ab' — b a' est différent de 0. Dans ce cas , x ayant une infinité de valeurs , x et y 

x y 

en auront aussi généralement une infinité, mais les rapports -, et par 

f M 

X 

suite -, seront déterminés. 

y 

Nous disons : en général, car si, par ex., bc' — cb' — 0, x = 0 quel que 
soit x. 

Si ac' — ca! = 0 , y — 0 quel que soit X. Si ab' — ba' n’est pas nul, on ne 
peut avoir en même temps bc' — cb' = 0, ac' — co' = 0. 

Si on avait ab' — ba' — O avec l’égalité de condition (i), mais sans avoir 
bc' — cb'=zO, on n’aurait pas non plus ac' — ca' = 0. Le calcul précédent 
fondé sur ce que ab' — bu' n’est pas nul devrait être recommencé ; on pourrait 
opérer pour garder finalement x comme on a opéré pour garder x ; on détermi- 
nerait ces valeurs 

(oc' — ca')x (ba 1 — ab')x 

y cb' — bc' ’ cb' — bc' ’ 

qui donnent; = 0, x et y quelconques, le rapport de y à x étant déterminé. 
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Si on avait en même temps ab' — b'a — 0, cl/ — br.' = 0, il en résulterait 
«c' — ca' = 0. Dans ce cas, l’égalité de condition serait vérifiée; x, ;/, z se- 
raient indéterminés; leurs rapports se déduiraient des équations proposées ( 1 ) 
et (3), ou (2) et (3) du système (h), les équations (1) et (2) rentrant alors l’une 
dans l'autre. 

142. Nous terminerons ce que nous avons à dire des équations du 1" de- 
gré en indiquant une quatrième méthode d’élimination, dite méthode des fac- 
teurs indéterminés , laquelle a été donnée par liezout. 

Soit à résoudre les deux équations 

ax + by = c (1) ; a’x + b'y = c' (2). 

Rècle. On multiplie la première équation par un facteur indéterminé m , 
la deuxième par m’, et on ajoute les deux équations membre d membre; ce qui 
donne un résultat de cette forme : 

(am + a'm')x + (bm + b'm')y = cm + c'm' (3). 

On choisit m et m' tels que am 4- a'm' = 0 (i). Les valeurs choisies étant 
substituées dans l’équation (3), celle-ci ne renfermera plus qu'une inconnue; 
car elle devient (bm 4-b'm’)y = cm 4- c'm' (1). Si, comme nous le supposons, 
bm 4- b'm' n’est pas nul en même temps que am + a'm’, cette dernière équa- 
tion donne une seule valeur de y, y= p. 

On donne ensuite d m et m' de nouvelles valeurs , telles que l’on ait bm -f 
b'm' = 0. Ces nouvelles valeurs étant substituées dans l'équation (3), on a une 
équation d une inconnue (am + a'm')x = cm 4- c’m’ , laquelle donne x = a, 
am + a'm’ n'étant pas nul en même temps que bm + b'm'. 

y = P, x = a composent, dans notre hypothèse , la seule solution du système 
proposé (1) et (2). 

L’égalité am+a'm' =0 , donne m= — Un des facteurs m ou m' reste 

a 

encore arbitraire ; on choisit ordinairement m’ entier et tel que m soit aussi en- 

m 

tier. On voit qne , malgré que m et m’ soient indéterminés, le rapport — est 

déterminé pour les équations données. 

Soient maintenant les trois équations : 

ax + by + c;=d (1); a’x + b'y + c's d’(2) -, a"x + b"y + c"z=d" (3). 

Règle. On multiplie la première par m , la deuxième par m' , et la troi- 
sième par m", on ajoute les trois résultats membres d membres , ce qui donne : 

{am + a'm' 4- a"m")x + (bm + b'm' 4- b"m")y + (cm + c'm' 4- c"m")z =dm+ 
d'm' J- d" m". (4) 

Puis on choisit m , m', m" tels qne l’on ait am 4- a'm' + a" m" = 0 , et bra + 
b'm' + b''m'' = 0. Les valeurs trouvées étant substituées dans (4) , cette équation 
n’a plies qu'une inconnue, i. On obtient ainsi une valeur de z ; z = y quand, avec 
les deux dernières égalités, on n’a pas cm -|-r'm' + c"m"=0. Puis on choisit 
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pour m, m', m" de nouvelles valeurs telles que l’on ait ain + a'm' + a''m" — ü , 
cm + c'm' +c"m”= 0; ces valeurs étant substituées dam (3] , conduisent d une 
valeur unique de y, y = [3 dans la même hypothèse que les trois coefficients de x, 
y, z, ne sont pas annulés par les mêmes râleurs de, m, m', m". 

Enfin, en choisissant m, m', m", tels que l'on ail bm + b'm' -f b"m"=0 , 
cm + c'm'+c"m"=:0 l on obtient une seule valeur de x, x = a dans l’hypo- 
thèse susdite, x =a , y = p, i = y , forment la seule solution du système pro- 
posé (”). 

4 

DES INÉGALITÉS. 

143 . Ainsi que nous l’avons déjà dit , une quantité est plus grande qu’une 
autre quand retranchant la seconde de la première on a un reste positif; autre- 
ment dit , un nombre quelconque positif ou négatif plus grand qu’un autre est 
la somme algébrique de cet autre et d’un nombre fositif. 

(Dans ce qui suit, le nombre c désignera constamment un nombre positif, une 
valeur absolue.) 

L’inégalité a > b équivaut à l’égalité, a=b + c, dans laquelle on ne connaît 
pas la grandeur du nombre c ; on sait seulement qu’il est positif. De même, l’iné- 
galité a < b équivaut à l’égalité a = b -r c ; a et b désignent des nombres tout à 
fait quelconques , positifs ou négatifs. 

Voici quelques propositions sur les inégalités : 

Théorème. On peut augmenter ou diminuer à la fois les deux membres d’une 
négalité d’une même quantité quelconque, sans que l’inégalité cesse d'exister 
dans le même sens. 

Ex. : a > b; quel que soit m, on aura a +m >b + m, a — m>b — m; en 
effet, l’inégalité a > b équivaut à l’égalité a —b-\-c; de cette dernière résulte 
o + m=b + c+ », on o+m = 6+m + c; donc a + »» > b + m. 

De même a — m— b — c — m—b — m+ c; donc a — m > b — ni. Si on avait 
o< b, on écrirait o=b — c-, d’où o+m=b — c+to, ou a-fm=b + ro — c , 
donc a 4- m < b + m. 

On peut multiplier ou diviser les deux membres d’une inégalité par un même 
nombre positif sans que l'inégalité cesse d’exister dans le même sens; mais si 
l’on multiplie par un nombre négatif, on doit changer le sens de l'inégalité. 

Ex. : a>b. Écrivons a = b+ c; de cette dernière, en multipliant parm, on 
déduit a X n» = bXm + cX«».' si ni est un nombre positif, ex»* est un nombre 
positif; par suite ax® > b x***- Si au contraire m est un nombre négatif, 
cXm est négatif, et d’après les définitions a X»* < b X *«■ 

De même, de l’égalité a — b + c, on déduit 


(*) Le système am-j- a’m'-f-a"m"=0, bm+ b'm' + b"m"—0, de deux équa- 
tions à trois inconnues est indéterminé. Pour en avoir une solution , on peut 
donner une valeur arbitraire à m", et trouver m et m' par la résolution de deux 
équations à deux inconnues. Ordinairement; on ne donne pas de valeurs à m", 
mais on le regarde comme connu ; puis ayant des valeurs de m et m’ en m", on 
dispose de m" de manière que m, ni', m" soient entiers. 
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t 


a 

m 


b c a 

= - + -. D’où - 
mm m 




suivant que m est un nombre positif ou un nombre négatif. 

En changeant les signes des deux membres d’une inégalité , on change le sens 
de l'inégalité. 

Par exemple , de a > b résulte — a < — b. 

En effet, a > b équivaut à a=b + e , d'où — a=—b—e, puis — a< - *b. 
(Déf.) ( 

On peut ajouter les membres correspondants de plusieurs inégalités de même 
sens ; il existe entre les sommes une inégalité de même sens. 

Es. : de a > b, a' > b’, a" >b", résulte a+a' + a" >b + b' + b". 

En effet, d ea=Mc, aé=b'+c', o"= b" + d', résulte a -|- a’ + a" = b 4-6' 
+ b"-f (c + c'+e")i ce qui démontre la proposition. i 

On ne peut , en toute sécurité , soustraire membre à rfembre deux inégalités 
de même sens. 

Ex.: a > b, a' >b’. Écrivons o=rb + c, a' = b' 4 - d ; on déduit de là a— 
a' — b — b' + c —c'; comme on ne connaît pas les valeurs de c et d, que l’on 
sait seulement être positifs, on ne sait s’il faut écrire a— a' > b — b', ou a — 
a' < b — b'. 

On ne peut ajouter deux inégalités de sens contraires. 

On peut soustraire l’une de l’autre deux inégalités de sens contraires; il 
existe entre les' restes une inégalité de même sens que celle dont on a sous- 
trait. s 

Ex. ; a >b, a 1 < b'. Écrivons a = b -f c (t) , a' — b' — d (2). Si on re- 
tranche (2}de (1), on trouve a—a'—b—b' + c + d, d’où a—a'>b—b'; si 
on retranche, au contraire, (1) de (2) , on trouve a'— a=b' — b— c' — c, d’où 
a' — a < b' — b. 

On peut multiplier des inégalités de même sens existant entre des nombres 
positifs ; cela est évident. On peut élever à la même puissance quelconque les deux 
membres itune inégalité, s’ils sont positifs. * 

On peut multiplier des inégalités, membres à membres , quand les deux mem- 
bres de chacune sont négatifs, si ces inégalités sont en nombre impair. On peut 
élever à une puissance impaire les deux nombres négatifs. 

En effet, les deux membres de l’inégalité nouvelle sont négatifs, et quant 
aux valeurs absolues, on rentre dans le cas précédent. 

Par application de ce qui précède , on peut transposer les termes d’un membre 
d'une inégalité dans l'autre comme pour une équation ; on peut chasser les dé- 
nominateurs d’une inégalité, pourvu qu'on sache le signe du dénominateur 
commun, afin d’écrire l’inégalilé finale dans le sens convenable. Tout cela se 
démontre comme poqr les équations. 

Dès lors on conçoit qu’on pent résoudre une inégalité du premier degré 
comme on résout une équation , c’est-à-dire ramener l’inégalité à la forme 
x>a, comme on ramène l’équation à la forme x=a. La règle est la même (67). 
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12 peut servir de dénominateur commun. En multipliant de part et d’autre 
par 12, on trouve 8x— 18 >31+1; transposant, on trouve Sx— 3x>18 + 7 , ou 
5ar >25, d’où enfin x> 5 : c’est-à-dira que l’inégalité (I) sera vraie pour toute 
valeur de x plus grande que 6. 

On peut aussi , dans certains cas , éliminer une inconnue entre deux inégalités 
du premier degré à plusieurs inconnues , à l’aide de la méthode dite par addi- 
tion ou soustraction. 

'On peut toujours ramener les deux inégalités à êtTe de même sens, si cela 
est nécessaire, en changeant tous les signes des dfcux membres de l’une d’elles 
seulement. 

Étant données deux inégalités de même sens entre deux inconnues , on peut 
toujours obtenir deux inégalités équivalentes dans lesquelles une des inconnues 
ait le même coefiieient; on y arrive, en opérant comme sur deux équations. 
Cela étant fait, si l’inconnue considérée a des signes contraires dans les deux 
membres , l’addition des inégalités fournira une inégalité renfermant seule- 
ment l’autre inconnue. Si les deux inégalités proposées ne renferment pas une 
des inconnues au moins avec des signes contraires , la méthode ne s’applique 
pas , vu que la soustraction n’est pas permise. 

Ex.: 5x— 6y >20; 3x + 8y>36. 

On multipliera première inégalité par 4 , la deuxième par 3 , ce qui donne : 
20.r — 2iy > 80; 9*4- 24, 7 > 108. 

En ajoutant, on trouve : 

1 1RS 

29* > 188 , d’où .v > — . 


Si on donnait à x des valeurs moindres que - — , les inégalités deviendraient 
r 

contradictoires; elles ne pourraient être vérifiées par aucune valeur de y. 


i 
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CHAPITRE III. 

DU CARRÉ ET DE LA RACINE CARRÉE DES QUANTITÉS 
LITTÉRALES. 

ÉOUATIONS PU DEUXIÈME DEGRÉ. — APPLICATIONS. 


144. Une racine carrée s’indique ainsi:!/ A, racine carrée de A; 

racine carrée de ( ~ ; pour une fraction, il faut descendre 

le signe 1/ au-dessous de la barre. Quand la quantité A est un po- 
lynôme , on la couvre d’une barre partant du hautdu signe \/~ ('). 

Ex.: V'ax i + bx-\-c-, ou bien on écrit ainsi 1/ (ax* -(- bx -f- c). 

On dit que 1/ A s’extrait exactement , que A est un carré par- 
fait, quand on peut trouver une quantité rationnelle qui, élevée au 
carré, reproduit exactement la quantité A. 

Dans le cas contraire, 1/ A s’appelle une quantité irrationnelle. 
L’expression V A s’appelle un radical , que A soit ou non un 
carré parfait; cependant on emploie généralement cette dénomi- 
mination dans le dernier cas seulement. 

145. D’après la règle de multiplication , le carré d’un monome 
5a 3 b’c s'obtient en élevant le coefficient au carré et doublant l'ex- 
posant de chaque lettre. (5a 3 b ? c) s =? Sa’b'c x 5a'b"c = 25a f b‘c’. 

Quant au siqne, un carré est toujours précédé du signe -f , 
puisque ce carré est toujours le produit de deux facteurs de 
mêmes signes. 

Réciproquement , pour revenir du carré à la racine , c’est-à- 


(") Otto barre se met aussi au-dessus d’un monome. 
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dire, pour extraire la racine carrée d’un monome, il suffit évi- 
demment d’extraire la racine carrée du coefficient, et de prendre la 
moitié de l’exposant de chaque lettre. 

Ex. : |/25a'l>*c s = 5 a 3 6*c. (Pour le signe , voir plus loin.) 

Si l’on veut démontrer cette deuxième règle , supposant le pro- 
blème résolu , on mettra, par la pensée , la racine en présence de 
son carré , le monome donné ; la comparaison d’après la première 
règle (élévation au carré) , conduit par réciprocité à la seconde 
(règle d’extraction). 

t4G. Quand un monome est un carré, tout ce que prescrit la 
dernière règle pour l’extraction de la racine doit pouvoir se faire; 
si ,donc la règle ne s’applique pas, c’est que le monome n’est pas 
un carré. En conséquence nous dirons : Un monome n’est pas un 
carré: 1" quand le coefficient n’est pas un carré parfait ; 2° quand 
une de ses lettres a un exposant impair. 

Ex. : V 12o*6Vd. Une pareille racine se désigne plus spécia- 
lement par le nom de radical carré. 

147. La valeur numérique d’un radical est la racine qu’on ob- 
tient en remplaçant la quantité placée sous le signe 1/ par sa va- 
leur numérique ; cette dernière peut être positive ou négative. 

Ex. : 1 er cas, VifT, VT. T cas, V— 16, V^T 

Dans le premier cas la valeur numérique du radical est un des 
nombres considérés en arithmétique^ c’est un nombre commen- 

surable, ex. : V 16 , ou bien un nombre incommensurable V 7 ; 
ce nombre commensurablc ou incommensurable considéré en 
valeur absolue est ce qu’on appelle la valeur arithmétique du 

radical; pour V 16 c’est h; pour V 7 , on ne peut l’obtenir exac- 
tement; mais on peut seulement en approcher autant qu’on veut 
V. V Arithmétique.) 

Un radical n’a qu’une valeur arithmétique , les carrés de deux 
valeurs absolues dilférentes ne pouvant être égaux. 

Si n > n\ n X n > ni x v! . 

148. Mais si on entend par V 16 tout nombre positif ou né- 
gatif qui élevé au carré reproduit 16 , il y a évidemment deux 
nombres qui méritent ce nom de 1X16 , ce sont -f- h et — U ; il 
n’y en a que deux , vu que ces nombres ne peuvent différer en 


* 
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valeur absolue. En général si a 1 = A , évidemment (—a) 1 — A , 
et V/A = ±a. 

Toute racine carrée a donc deux valeurs égales et de signes 
contraires. 

l/T n’étant pas extraite , on désigne habituellement la racine 
positive par 1/a ou -f- V^A , et la négative par — VT 

Ex. : ± l/ 16, zfc l/7. l/ 25tt°6V = ± 5 aVc. 

149. Considérons maintenant le cas où la valeur numérique 

placée sous le signe l/ est négative. Ex. : V' —16 , V' — 7. Nous . 
avons dit plus haut qu’un nombre positif ou un nombre négatif 
quelconque élevé au carré produisait toujours un nombre positif. 

( — A/ =-{-16. Il n’existe pas de nombre positif ou négatif qui 
élevé au carré donne un résultat négatif tel que — 16 , — 7 ; ces 

symboles — 16, \/ — 7 ne représentent donc aucun nombre ; 

on les appelle des quantités imaginaires. Quoique ces expressions 
n’aient aucune signification réelle , on les considère dans le calcul 
algébrique ; on est convenu de leur appliquer les règles de calcul 
trouvées pour les racines réelles ; ou met même le signe ± de- 
vant les symboles imaginaires ± \/ — 16 , ± \/ — 7. 

Par opposition à ce nom de quantité imaginaire, on dit d’un 
radical qu’il est réel quand le nombre placé sous le signe [/ est 
positif. 

Rappelons-nous bien que ce que nous venons de dire s’entend 
de valeurs numériques. \/—a peut être une racine réelle , ex.: 

quand a — — 16; l /—a* est une quantité imaginaire; car la 
valeur numérique de — a 2 ne peut pas manquer d’être négative , 
quel que soit a. 

Tout radical imaginaire peut être considéré comme le produit 
d’une quantité réelle par \/ —1. Par ex.', B élant un nombre po- 
sitif, ITT est une quantité réelle, et V ' — B une quantité imagi- 
naire. 

• * t 

V— B = 1/ B x — 1 = I/b x 

En effet , le carré de |/b x — 1 et celui de |/B x V — 1 sont 
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tous deux B x ( — 1). On voit quel est pour chaque radical le 
multiplicateur de —1. 

I /HT* = VV x(— 1) = b V/^T. 

Ex. numériques : V ' — 16 = kV' — 1 , V —7 = kT k' — 1. 

CALCUL DES RADICAUX DU DEUXIÈME DEGRÉ. 

430. Nous avons dit plus haut quc+l/A désignait la valeur positive de la 

racine carrée de A , • — 1/ A la valeur négative; alors l/X désigne, la valeur 
absolue de cette racine. 

Deux radicaux sont semblables quand la quantité sous le signe \/ est la 
même , les radicaux pouvant être multipliés par des quantités différentes situées 
en dehors du signe. 

Ex. : &abÿ ne, — 3 ad\/ ac , w ac. 

Addition. Pour additionner ou soustraire des radicaux semblables, on fait la 
somme ou la différence algébrique des quantités qui multiplient le radical 
commun dans lés divers termes de la somme; puis on place à côté de cette somme 
on de cette différence comme multiplicateur le radical commun. 

Ex. : 2 ac[/ a*f>, — bac [/ a l b donnent pour somme— 3ac\/ aV>; 3 a\/ ac *, — 

— 2b 5 a[/ ac*, —Sb[/ ac *, donnent pour somme (8a— 56) \/ ac*. En 

soustrayant —5a V ab de 3a V ab, on a pour reste 8a \/ ab. 

Si les radicaux sont dissemblables , on ne peut qu’indiquer l’opération par les 

signes -f et — . Ainsi la somme de b \/ a et ‘Ab 1 / ab s’indique ainsi &[/ a + 
abl/abl 

Pour multiplier ou diviser deux radicaux du second degré l’un par l’autre, 
il suffit de multiplier ou de diviser les quantités placées sous ces deux radicaux. 

et de mettre le produit ou le quotient sous le signe 1/ . 

Ex. : I/ÔX Vb={/âb, l /a-.Vb 

Démonstration. (\/^X Vb^^VayVb X Kôx Vb — 

(V^âx V/S) (l/ÜX Vb (l/£)s = ab, 

{/ a X \/b élevé au carré reproduisant ab, ce produit est bien égal à la ra- 
cine carrée de ab, à V ab. Même démonstration pour la deuxième égalité. Nous 
ne considérons ici que les valeurs absolues ; il est facile d’avoir égard aux signes 
quand il y a lieu. 

Quand il y a un multiplicateur de l’un ou l’autre radical y c’est un facteur de 
plus à considérer. 
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Ex. : 3a 1/ ab* X5c|/ ab=3aX5c. 1/ ab*X 1/ ab — lSac 1/ a‘b 4 ; de même, 

^ a 1/ ac X ^ ab V a 3 = ^ a s b 1/ a'c. a’b 4 étant un carré parfait , nous pou- 
2 3 6 

vons écrire 15œ X ab* ou 15a'b*c à la place de 15ac V a ! b*. On voit par là que 
le produit de deux quantités irrationnelles peut être une quantité rationnelle. 

Ex. de division : 6 a 1/ a 3 b : 3cl/ab* = — 

3c 

Puissance d’un radical. (l/ a)* = a, (l/a)* = (1/ a)’l/ a = al/a, (l/a) 4 = 
(l/â)>X (V / â)»= : a*. 

En général, (l/â)** = (1/ a. 1/ a) (\/ a. a) ... (l/a. l/a) ,il y a n de ces 

facteurs mis entre parenthèses ; donc (l/a) 2* = a*. 

On a de même (|/a) s "+ l = [[/ a)»* X l /â"= a" l/ô : De là un théorème 
facile à énoncer. 

La règle précédente , relative à la multiplication , permet de faire sortir d’un 
radical certains facteurs, ou de faire entrer des facteurs sous le radical , suivant 
la convenance du calculateur. 

Ex. : 1/ â*b = l/ô 4 X l/b = a* l/b. 

En général , '1/ A*B = 1/ A* 1 /b — A l/F. 

ilîi. De là une règle : Quand une quantité sous un radical peut être dé- 
composée en deux facteurs , l'un carré parfait , l’autre qui ne l’est pas , on peut , 
en laissant ce dernier seul sous le tadical multiplier ce radical par la racine de 
l’autre facteur; c’est ce qu’on appelle faire sortir des facteurs du radical. 

Ex. : 5a 1/ a 5 b*c = 5a \/ a 4 b‘ X ac = ba.a’b 1 1 / ac — 5a*b J l/ ac. 

En retournant l’égalité ci-dessus, en écrivant aI/ B = V^A’B, on conclut 
cette règle : On peut faire entrer sous un radical chacun des facteurs rationnels 
qui le multiplient au dehors; pour cela, il suffit , supprimant ce facteur au de- 
hors, de multiplier la quantité sous le radical par le carré de ce facteur. 

Ex. : 5 ab* 1/ac = V' 25a*b 4 e. 

La première règle étant appliquée à des radicaux donnés, il arrive que des ra- 
dicaux, dissemblables en apparence, deviennent semblables , ce qui est fort utile 
pour l’addition et la soustraction. 

Ex. : 5a a’b et 7b 1/ a s b* qui deviennent 5a* l/ ab et 7a*b 3 1/ ab. 

On doit toujours appliquer cette règle n” 151, si on le peut , avant de pro- 
céder à une addition ou une soustraction de radicaux. 

Cette première règle peut être développée ainsi : Pour réduire, autant que pos- 
sible , la quantité écrite sous le signe 1/ , on décompose le coefficient numérique 
en ses facteurs premiers ; cela fait , on écrit à droite du signe \/ , tous les fac- 
teurs qui ont, sous le radical donné, des exposants supérieurs à 1, en les affec- 
tant d’un exposant égal au quotient entier de la division par 2 de ces expo- 
sants primitifs supérieurs à I ; puis, sous le radical, on écrit à la première puis- 
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sance tous les fadeurs qui avaient, sons le radical donne, des exposants im- 
pairs. S’il y avait déjà une quantité hors du radical, elle multiplie celle qui 
s’y place d'après notre règle. Voyez l’exemple ci-dessus. 

Ex. : 3a l/l2a"b a c»d=3« 1/2* X 3a 8 a.b»6c’-d == 3a X 2 a>bc 1/3 abd. 

131 . Les facteurs dont le dénominateur renferme des radicaux peuvent 
être quelquefois remplacés par d’autres équivalents dont le dénominateur est 
rationnel. 

7 7XV/ÎÎ _ 7 V / H 3 _ 3 l/î _ z\Zq 

V7i~Vn Xl/ll H 4l/ï 4.7 28 

3 3(5 — |/T) _3(5— 1 / 7 ) _ 15 — 3l/Ü 

5 + /7 ~ (5 + |/7)(5-K7) “ 25 — 7 ~ 18 


En général , 


a a(l/b — l/ç) a(l/b — 1/ c) . 

l/b+|/c (1/ 5 + l/c) (l/b — l/c) b — c 


a a(|/b+l/c) «(l/b + l/c) 

l/b-|/? (l/b- l/c) (1/6+ l/c) b-c ' 

a a(l/b + 1/5T+ l/d) 

1/5 + l/c _ l/J “ [(l/b + 1/7) - l/d] [(l/b + l/c ) + l/d] 
a( t/b + |/ç + l/d) 
b + c+2|/bë — d 


En multipliant haut et bas par (b + c — d) — 2 I/ bc, on arrivera au déno- 
minateur rationnel (b + e — d? —4 bc. On continuerait «le même s’il y avait un 
plus grand nombre de radicaux au dénominateur, 


CARRÉ 1)’CN POLYNOME. 

152 . (a + b)> = a 4 + 2ab + b* ; de là un théorème facile à énoncer, et que 
nous allons appliquer. (a+ b + ej*; écrivons ainsi : [(a + b) +c]* = (a + b)* + 
2(a + b)c + c*=a* + 2ab + 6* + 2ac + 2bc + c*. Nous avons appliqué le théo- 
rème précédent; c’est ce que nous allons faire encore : [a + b + c + d) 1 = 
[(a + b + c) + d] s = (a + b + c)‘ + 2(a + b + c)d + d« = a» + 2ab + 6* + 
2ac + 2bc + c* + 2 ad + 2bd + 2cd + d*. 

Dans ces divers résultats on remarque une loi de formation , une règle , dont 
voici l’énoncé : 

Règle. Pour élever un polynôme au carré , écrives le carré du premier 
terme, plus le double produit du premier terme par le second, plus le carré 
du second , plus successivement les doubles produits du premier et du second 
termes par le troisième , plus le carré du troisième, plus les doubles produits 
des trois premiers termes multipliés par le quatrième , plus le carré du qua- 
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trième, et ainsi de suite. Cela fait, réduise : les termes semblables, s’il 
y a lieu. . 

Cette loi étant supposée vraie pour un polynôme de m termes , est vraie 
pour un polynôme de m + 1 termes. Supposez ni = 3, vous avez plus haut la 
démonstration ; elle se ferait de même pour m quelconque. 

Ex. : (5a‘6sc J — .3 a*bW - 7a*b*c + 2 ab*)* = 25a 8 b 1 »c c — 30 aW + 9a 6 b*c* — 
70 a 6 b 8 c 4 -H2a 8 b 7 e* + 49 a 4 b 6 c* + 20a 5 b 7 c 3 — 1 2a 4 b 6 c ! — 28a 3 b s c + 4a , b l =25a*b 10 c s 
— 30a T b 8 c 3 — Gla 0 b8c‘ + e2a t b 7 e s + 37a‘b«c 1 — 28a 3 b 5 e 4 4a'b 4 . 


EXTRACTION DE LA RACINE CARRÉE D’UN POLYNOME. 


1S3. Soit P=A+B-f-C + D ic polynôme donné que nous supposons 

être un carré parfait ne renfermant qu’une lettre x , et ordonné par rapport aux 
puissances décroissantes de cette lettre x. 

En supposant le problème résolu , si nous nous figurons la racine ordonnée 
comme le polynôme P par rapport à x, nous pouvons regarder le polynôme 
P — A 4 B 4- C 4 D 4... comme le produit de la multiplication ci-dessous, 
dans laquelle on aurait fait la réduction des termes semblables : 

a + b + c+... 
a+b + e... 
o*-f 

04 - b 4- e 4 -... étant la racine ordonnée. 

On voit de suite que A =a a ; par suite a = 1/A: De là cette règle : on trouve 
le premier terme de la racine cherchée en extrayant la racine carrée du pre- 
mier terme du polynôme donné, ce que l’on sait faire. Ayant trouvé le premier 

terme a , on peut ôter de P le carré a a = A; on a pour reste B-f-C 4- D... 
En examinant la composition de ce reste par rapport à la racine a + b+c 4-... 
on arrive facilement à la règle générale qui sert à trouver le second terme; mais 
comme la même règle sert à trouver chacun des termes suivants aussi bien que 
le second , nous allons la démontrer en général. 

Supposons qu’on ait trouvé un certain nombre de termes de la racine, 3, par 
exemple , a 4- b 4 - c , et qu’il en reste encore à trouver o' 4 - b’4- c' 4 ... x soit 
posé a 4 b 4 - c= M, et a’-j- b' 4 - c'... — M ; la racine complète de P est M 4 - M' ; 
nous avons P= (M 4- M')*= M* + 2MM'4- M' 2 . Nous sommes à même de con- 
naître P — M* en retranchant de P le carré de l’ensemble des termes déjà trou- 
vés à la racine; or ce reste P— M 1 = 2 M X M'4 M'*= ( 2 M 4 M') M'. 

P — M», polynôme connu , est donc le produit réduit à sa plus simple expres- 
sion de la multiplication ci-dessous indiquée : 

2o 4 2b 4- 2c 4 o' 4- b' 4- c'4-... 
a r 4" b' 4 e' 4*.. 


Le premier terme de ce produit identiquement égal à 1* — M 1 , est, après ré- 
duction des termes semblables comme avant, égal à 2a X o'. Le premier terme 
de P— M 1 étant égal à 2aX<»'> on obtiendra le premier, a ' , des termes encore incon- 
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nus de la racine en divisant ce premier terme de P— M* par le double du pre- 
mier terme de la racine (*). Revenons à notre second terme qu’il faut trouver; 
ici il = o et P— M* est justement P — a* ou P— A = B + C + D... ; on a ici 

jg 

B = 2ab, par suite b =— . On trouve donc le deuxième terme de la racine en 

divisant le deuxième terme du polynôme par le premier terme de la racine. 
6 étant connu, on doit retrancher de P le carré de o+6=a , +2ab+fi î ; ici, 
M=a + b, comme on a déjà ôté a*, il ne reste plus qu’à retrancher 2ab + b 5 = 
(2a+b)b. Alors I‘ — M*=P— (a+b) 3 . Le premier terme du reste égale 2ac; on 
divisera donc le premier terme de ce second reste par 2a, ce qui donnera c. Il 
faut ensuite avoir P — (a + b-t- c) J =P — (a+b)> — 2(a + b)c — c*. Du deuxième 
reste précédent, il suffit d’ôter (2a + 2b)c + c'—(2a + 2b -f c)c; on divise en- 
suite le premier terme du reste par 2a, et ainsi de suite. La règle est facile à 
formuler. 

RfcuLE. Pour extraire la racine carrée d’un polynôme entier, on l’ordonne 
par rapport à une lettre ; puis on extrait la racine carrée du premier terme ; 
le résultat est le premier terme de la racine cherchée ; on l'écrit à la place 
marquée. On barre le premier terme du polynôme donné, et on divise le pre- 
mier terme restant par le double de celui que l’on vient d’écrire à la racine ; le 
quotient sera le deuxième terme de la racine cherchée ; on l’écrira à la suite du 
premier. Vu premier reste on retranche le double produit du premier terme de 
la racine par le second plus le carré du second. On divise ensuite le premier 
terme du deuxième reste ainsi obtenu par le double du premier terme de la 
racine; le quotient qui est le troisième terme de la racine cherchée s’écrit à 
la suite des deux autres termes; du deuxième reste on retranche les doubles 
produits des deux premiers termes de la racine par le troisième, plus le carré 
de ce troisième. Puis on divise le premier terme du nouveau reste par le double 
du premier terme de la racine; ce qui donne le quatrième terme de cette ra- 
cine; ainsi de suite, jusqu’à ce que l’on ait O pour reste, ou qu'on arrive à un 
reste dont le premier terme ne soit plus divisible par le double du premier 
terme de la racine, auquel cas on prononce que le polynôme n'est pas le carré 
d’une quantité entière. 

Application. Nous allons vérifier l’opération que nous avons faite n” 153, en 
extrayant la racine carrée du résultat. 


25a 8 b ,0 c 6 -30a 7 b !l c s -01a 8 b 8 c 8 -H>2a 5 b 7 c 3 -i-37a 8 b 6 c*-28a 3 b s c-J-4a ! b'* 
+ 30a 7 6V-9a 6 b 8 c‘ 

-70a 6 b 8 c 8 -)-... 

+ 70a 6 b 8 c‘- 42 a s b 7 c 3 - 49a i b 6 c 1 


SaW-3a 3 b'c' - laWc+Uab* 

10a‘6 s c 3 -3a 3 b»c s 
lOa^cMia^c 1 - 7a*b 3 t: 

1 0a l ‘b 6 c 3 -üa 3 6 !, c , -l 4a î t) , c4-2ab’ 


+ 20a 5 b 7 c 3 - 12a‘b 6 c*- ... 
-20a s b 7 c 3 +12a 4 b 6 c s +28a 3 b !i c-4a , b 1 

ô ! 


H On voit facilement la règle générale annoncée ; elle est d’ailleurs indiquée 
plus haut. 
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*» Le premier terme de la racine obtenu , on a simplement barré son carré , le 
premier terme du polynôme donné; ce qui a donné le premier reste. 

Au-dessous du premier terme de la racine on a écrit le double; ce double 
ayant servi de diviseur pour obtenir le deuxième terme , nous avons écrit à sa 
suite ce deuxième terme trouvé, et nous avons multiplié la somme résultante 
par ce deuxième terme pour retrancher le produit du premier reste j (2a + b) 
Xb- 2a& + !>*. 

Puis nous avons écrit snr une troisième ligne, sous la racine, le double de 
Sa^c*. Ce double, 10a l b 5 c 3 , ayant encore servi de diviseur pour trouver ie 
troisième terme de la racine , nous l’avons fait suivre du double du deuxième 
terme de la racine et du troisième terme , pour multiplier la somme écrite par le 
troisième terme ; ce qui a donné le produit à retrancher du deuxième reste ; le 
produit (2a-t-2b + e)Xe de l’explication générale; on voit la suite. 

Nous avons supposé que le polynôme donné ne renfermait qu’une lettre. 
Dans le cas contraire , s’il ne contient pas plusieurs termes dans lesquels la 
lettre ordonnatrice a le même exposant, on peut faire le même raisonnement 
et appliquer la même règle ; c'est évident S’il y a dans le polynôme plusieurs 
termes renfermant la même puissance de la lettre ordonnatrice , on groupe ces 
termes comme il a été fait dans le même cas pour la multiplication et la divi- 
sion; alors le polynôme étant de la forme Mr*+Ni 3 +Pj; 4 : ...., on appliquera 
règle précédente. * \ 

Remarques diverses. Quand la règle conduit au reste zéro, le polynôme 
donne est exactement égal au carré de la racine écrite; on a extrait la racine 
exactement. 

Si le polynôme donné est le carré d'un polynôme entier et rationnel , la règle 
donne successivement tous les termes de ce polynôme, et conduit au reste zéro; 
car elle conduit à retrancher successivement du polynôme donné toutes les par- 
ties qui le composent. 

Lors donc que la règle ne pourra pas s’appliquer jusqu’à donner le reste zéro, 
si elle conduit à écrire des termes irrationnels ou fractionnaires à la racine , 
on peut dire que le polynôme donné n’est pas le carré d’un polynôme entier cl 
rationnel. 

Ln conséquence , on peut dire qu’un polynôme entier n’a pas pour racine un 
polynôme entier et rationnel : 

1° Quand son premier ou son dernier terme n’est pas un carré parfait; 

2° Quand le premier terme d’un reste quelconque n'est pas divisible par le 
double du premier terme de la racine ; 

3» Enfin quand on est conduit à mettre à la racine un terme contenant la 
lettre ordonnatrice avec un exposant plus faible que la moitié du plus faible 
exposant de cette lettre dans le polynôme donné, ou arec un exposant plus fort 
que la moitié du plus fort exposant du polynôme donné. 

Pour justifier la proposition 3°, nous dirons que si la racine est entière et 
rationnelle, le dernier terme du polynôme donné étant le carré du dernier terme 
de sa racine, l’exposant de la lettre ordonnatrice dans le dernier terme du po- 
lynôme donné, c’est-à-dire , le plus faible exposant de cette lettre dans ce poly- 
nôme, doit être le double de son plus faible exposant dans la racine, pas plus. 
Même observation pour le plus fort exposant de cette lettre. 

10 
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Si nous admettons ici que la racine carrée exacte d’un polynôme entier ne sau- 
rait être une expression fractionnaire , nous pourrons ajouter que si on arrive à 
un reste dont le premier terme n’est pas exactement divisible par le double du 
premier terme de la racine , on peut affirmer que la racine du polynôme donné 
ne peut être une quantité rationnelle, autrement dit, que ce polynôme n’est pas 
un carré parfait. 

Problème. Trouver les relations qui doivent exister entre les quantités, a , b, 
c, pour que le trinôme ax’ + bx + c soit le carré d’un binôme entier et ra- 
tionnel par rapport à x. 

Ces conditions étant supposées remplies , en extrayant la racine carrée de 
ax 1 + 6* -f c, nous devons trouver le binôme dont il est le carré. Appliquant la 

règle générale, nous trouvons * l/ - ’* o pour premier terme de |/ / " eu* + bx '+ c, 

et pour second terme , -~ryz. — ~ryz > 068 deux termes composent le binomé 
ZcV a tVa 


cherché , qui est ainsi : x Va + 


2 I/o 


On doit donc avoir a& -f b® -f- c = 


/ i b \* b* 

/ x V a j — — — \ = axs + bx + — ; pour que cette égalité ait lieu , il 

V 2l 'a/ 40 


faut 


b« 

et il suffit que c = — , ou que l’on ait b’ — 4ac = 0. 
ta 

Si on résout la même question pour le trinôme x* + px + q , on trouve de 

même , * et — = - , pour les deux termes du seul binôme , dont x I + px + q 
2x 2 

f PY P* 

puisse être le carré ; on doit avoir a* + px + q = lx + -J =x , + px + ^-: 

ce qui exige que q = ~ ■> autrement dit, que — q = 0. Cette condition est 
nécessaire et suffisante. 


* 
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ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 

154. Une équation d une seule inconnue est du second degré 
quand ses deux membres, étant entiers, par rapport à l’inconnue , 
celle-ci y entre à la seconde puissance, sans y entrer à une puis- 
sance plus élevée. 

2 3 

Ex. : p t — 3x - == — x — 8. 

Toute équation du second degré à une inconnue peut être ra - 
menée à la forme ax 1 -f- bx -f c = 0. 

Pour ramener une équation du 2 e degré à cette forme, on chasse 
les dénominateurs , si l’équation en renferme ; on fait passer tous 
les termes de l’équation dans le même membre , en écrivant zéro 
dans le second; on met x ! en facteur commun de tous les termes 
qui le contiennent , de même pour x , et on groupe tous les termes 
connus. 

Prenons pour exemple l’équation numérique ci-dessus. Nous 
chassons d’abord les dénominateurs; ce qui donne 42x* — 18x -{- 
4 = 9a: — 48 ; puis transposant et réduisant les termes semblables , 
nous trouvons 42x 5 — 27x 52 = 0. 

Quand , après ces opérations préliminaires effectuées , s’il y a 
lieu, l’équation renferme x % x et un terme tout connu, on dit 
qu’elle est complète • telle est l’équation 42x* — 27x+ 52=0. 

Une équation du second degré qui ne renferme pas ces trois 
termes est dite incomplète. 

Une équation incomplète du second degré peut être ramenée à 
l’une de ces deux formes : 

ax 8 -(- bx — C ; ax* = c. 

185. L’équation , ax* -f &x = 0 , peut s’écrire x(ax -|- 6) = 0. 
Pour que le produit x(ax -)- 6) soit annulé par une valeur de x , il 
faut et il suffit que cette valeur annule un des facteurs , c’est-à- 
dire, que l’on doit avoir x = 0, ou bien ax b = 0 ; cette der- 
nière égalité est vérifiée par x = — -. 
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Les seules solutions de l’équatiou ax i -f- bx ■= 0 sont donc 
b 

x = 0, x = . 

a 

Application : 5x* — 3.r = 0. 

On écrira x(5a? — 3) = 0 ; d’où : 1° x= 0 ; 2° 5x — 3 = 0 ; 

,, . 3 

d ou x= 

5 

£ 

156. Soit maintenant l’équation ax‘ = c. On en déduit x l = 

a 

L’équation sera satisfaite si on met pour x un nombre quel- 

C c 

conque qui, élevé au carré, reproduit - ; si - est positif, il existe 

a a 


un seul nombre positif satisfaisant à cette condition, qu’on désigne 

% A 

par 1 / -, et un seul nombre négatif ayant même valeur ab- 

V /ê 

- ; x doit donc avoir l’une 


ou l’autre de ces valeurs et pas d’autre ; on écrit x ■■ 

L’équation ax ! = c admet donc deux racines , et pas davantage. 


-\/i 


Quand - est négatif 
a 


n’en écrit pas moins x 


«VI 

* =± \/ï 


est une quantité imaginaire ; on 


Ex. : 5x u = 80; x f — = 16 ; x — + \/l6 = ± A; 5.r* = 

5 

— 80; x i = — = — 16; #= rt l/ — 16- 

5 

Les valeurs de x de«cette dernière équation peuvent s’écrire 
ainsi : x = ± ^16 \/ — 1, ou x = ±UV' — 1. 

157. Remarque. On peut écrire ~ ’ ^' é ^ uation 

x} = ~ s’écrit alors x- — (^ ; d'où l’équation équivalente 
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Le 1" membre étant la différence de deux 


(vD'=«- 

s’écrire ains 

(— vXï) (-+ N/I) = 


carrés peut s’écrire ainsi 


0. 


Ce premier membre se trouve ainsi décomposé en deux facteurs 
du 1" degré en x. Nous pouvons dire alors que pour satisfaire à 

l’équation, il faut donner à x une valeur telle que x — Vl=°. 
c’est-à-dire, prendre ,r= y/ ou bien rendre *+y / £ = 


0 


en prenant 


1 = -\/ l 


De cette manière , on prouve que l’équation x* — - a ces deux 
racines et pas d’autres. 

158. Considérons maintenant l’équation complète 
ax 1 -f- bx -|- c — 0. 

Nous pouvons diviser tous les termes par le coefficient a de x* ; 

b c 

on obtient ainsi l’équation équivalente x* -f- - x -J — = 0. 

a a 

Désignons, pour simplifier l’écriture, le quotient - par une 
£ 

seule lettre p , et - par q, l’équation prend alors la forme 

(t 


a? -f- px q = 0. 

Si le 1 er membre de cette équation était un carré parfait , 
comme le 1" terme de la racine serait évidemment x, en extrayant 
celte racine et l’égalant à 0 , on aurait simplement à résoudre 
une équation du 1 er degré 

x i -\-px -f- q n’est pas généralement un carré ; mais x * -f -px 
est le commencement du carré d’un binôme dont le premier 
terme serait x; pour trouver le second terme de ce binôme , dé- 
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signons-le un instant par y ; le carré de x -f- y a pour ses deux pre- 
miers termes, x* -f- 2yx ; nous devons donc avoir : 

, . px P 

2yx = px i d ou ÿ 

Le binôme dont x * -f P x commence le carré est donc r -j- ^ ; 


en effet 


• (*+1)’= 


a?+p X + y -. 


Si q était égal à — , le 1 er membre de l’équation proposée étant 
égal à + ^ 5 l’équation mise sous la forme (^x +5)*- 

serait tout de suite résolue. Mais généralement q n’est pas égal à 
» 

~ ; faisons-le passer dans le second membre : x -\-px= — q. 
Nous aurons pour 1 er membre un carré parfait si nous ajoutons 

p 3 

aux deux membres de l’équation actuelle la quantité connue 

p J p 3 

Cela fait , nous avons l’équation Æ -f- px -f- ^ — q , ou 


KH 


■?> 


de laquelle il résulte que x doit être égal à l’une quelconque 

p‘ 

des quantités qui , élevées au carré , reproduisent — q. On sait 

qu’il n’y a que deux quantités réelles ou imaginaires qui remplis- 
sent cette condition ; on les désigne ainsi 

+ \Z\- q a 

On doit donc avoir nécessairement : 
x+l=+\/ 1 (-q,<roùx = - 


Digitized by Google 


ftp*- 


»■ 


on bien, x -f-| 


ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 

= “\/ / f“ <7 ’ d ’ OÙæ = '“ 2 ~ 



De cette manière on voit que l’équation du second degré a deux « 

* racines, et pas davantage. ^ 

159. En résolvant l’équation, on écrit ordinairement les deux ra- 
cines à la fols. Ayant ramené l’équation à la forme x*-\- px-\-q=0, 
on écrit : 



Cette égalité est une formule. L’équation du second degré étant 
■ ramenée à la forme x l -f- px -f- q = 0, on obtient ses deux ] seules 
racines en écrivant la moitié du coefficient de x , pris en signe con- 
traire, plus ou moins la racine carrée du carré de cette moitié de 
coefficient, diminué du terme tout connu tel qu’il est dans le 1 er # 
membre. 

’f- 160. 1" Exemple, x* — 5 x -f- 6 = 0. Nous pouvons écrire tout 
de suite 



25 . 1 \ /l 1 . 5,1 

U U y U 2’ 2 2* 

pour x les deux valeurs 


avons donc 


* 



* 


2* Ex. : Zx* + lx + U = 0. 

Écrivons x* nous aurons 

«1 O 


> 



A9__A_A9_A8_ * /j_ l 

36 J 36 36 “36’ y 36 ~ 6’ 
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•H 


7 1 

d’où, pour x, les deux valeurs, x — — - -I — = — 1; x" = 

6 6 ' 

7 1 8 4 

6 _ 6“ 6 3* , 

C, 3 e Ex. : 3 a;* — (— 7o? — 4 = 0. * 

. 7 U * 

Ecrivons x i + - x — - = 0; d’où suivant la formule, 

O O 


Ù9 4 _ 49 48 

36 ' 3 36 36 


- ±\y/ — ; 

6 V 36’ 


7 ±\/- + 

6 V 36 ^ 

= ~-\/ 

36’ y 


est incommensurable, x ■■ 


les valeurs de x sont incommensurables (*). 


y 4 e Ex. : 3ar* + 5 x -j- 4 = 0. * 

5 4 

On écrira x* -f - x -f- r = 0 , d’où , suivant la formule , , 

«5 ü 

6 V 36 3 

25 4 25 48 23 » / 23 

36 3 = 36 36 = 36’ \/ ~ ^ est imaginaire; on peut 

l’écrire sous cette forme \ /— V/— l = Y' — 1. Les 

V 36 6 

5 1/93 

racines cherchées sont alors x ± Y' — 1 • ce sont 

6 6 

deux racines imaginaires. 

v 5' Ex. : Résoudre (a* — h') x’ 1 — a*bx -f a’6 ! = 0. « > 

' 2 a s 6 , a'b 


Écrivons x 1 


a—b % 


a 1 — b 1 


= 0 . 


(*) On voit que , si les coefficients de ax J + bjt + c = 0, ou x* -f px + q =z 0 
sont commensurables , la condition necessaire et suffisante pour que les deux 

. b* 

racines soient elles-mêmes commensurables, c’est que - — q, ou c, soit 

4 4 a 1 

un carré parfait; les racines ne peuvent donc être commensurables l’une sans 
l’autre. 
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S 

Appliquons la formule; 

* x a* — b À ~ y W—b'J a *— V 

Réduisant au même dénominateur sous le radical, puis ex- 
trayant la racine carrée de chaque terme de la fraction résul- 
tante dont le dénominateur est le carré de a’ — b', il vient : 


x = 


a 3 b ± l/ a*// — a‘b'- (a 3 — b") 


x 


a 3 — b 2 

a 3 b ± t^a 8 6* a’b ± ab 3 

* a s — 6' a* — 6’ 

Séparant les racines, et mettant ab en facteur commun au numé- 
rateur, on trouve : 

„,_ at>{a-{-b) _ ab 
a* — 6* a — 6 
,, ab(a—b) ab 

* = -*=v- = 7+i- 

Équations à résoudre et à vérifier. 

Sx*— 37a? -f- 664 = 0. 
x * — ( Ua — 26) x -|- 3a s — 8a6 — 36* — 0 

^ a b 

r + = 2 

x — 6 x — a. 

3 a . x — 26 


x -(- 6 1 a — 6 
a . 6 (a -|- 6)* 


x-\-a x — 6 1 
x ,3 — x 


ab 

1 _ 

a? -f- 1 .r -f- 1 x — 1 


= 0 
=0. 


161 . On peut , dans chaque exemple, vérifier les racines trou- 
vées. Nous allons faire cette vérification pour l’équation générale 
x* px -f- q — 0. 


Digitized by Google 



154 COURS D’ALGÈBRE. 

Nous devons avoir d’abord 

En effectuant les calculs Indiqués, on trouve : 

£+Ç-<-pY/F^-?+» 

; 

, »’ P* p* v 

Si on remplace, au commencement, y- + — par —■ , on trouve 

que tous les termes du 1 er membre se détruisent deux à deux. 
Ce 1 er membre se réduisant à 0, nous avons une identité. 

On vérifiera de même la seconde racine. 

162. Discussion. Nous pouvons faire tout de suite les re- 
marques suivantes: 

1° Les racines de l’équation du second degré, ramenées à la 

O* 

forme x tJ r px J r q = Q, sont réelles et égales quand q = 0 

i U 


ou 


P* p 

-- — q ,• car elles se réduisent alors toutes deux à x = — 

p* 

T Ces racines sont réelles et inégales quand on a ^ — q > 0, 


— q positif. 


P s 


En effet, dans ce cas, ~ — q est une quantité réelle; les deux 
termes de chaque racine sont réels; d’ailleurs leur différence 

\ / O* 

r" — *) \ n n’oct nac, nulle. 


X' — x" = 2 Y/ — ? n’est pas 

P* 


. P* 

3° Les racines sont imaginaires quand on a — <7 <C 0 , ou 


< <?• 


P 1 


En effet, la racine carrée de la quantité négative, ^ — q, est 
une quantité imaginaire. 
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Aucun nombre positif ou négatif . mis à la place de x, ne peut, 

dans ce cas , vérifier l’équation (*). 

165. Remarque. Le 1 er terme de l’équation étant positif, si le 

dernier est négatif, ex.: 3x* + Ix — b — 0, on peut dire, sans 

calcul, que les racines sont réelles. En effet, dans ce cas — q, 

. . . P* 

valeur de signe contraire à q est positive , et - — q est essentielle- 

ment positif. 

7 u p 1 U 9 

Ex.: 3x s -|-7x — U — 0; — -x— - = 0; j — ? = — — 

(_ U\ _W 4 . 

\ 37 ~ 36 ~ |- 3 ‘ 


R 1 O* 

(*) Quand - — q est négatif, — < q , on peut mettre l’équation x' + px + 
V 4 

q = 0 sous une forme qui permet immédiatement de se rendre compte de ce 
fait qu’aucun nombre positif ou négatif ne peut, dans ce cas, vérifier l’é- 
quation. 

P S P 8 

Puisque nous avons q > ^ , nou9 avons q = té- + m» (n° 143, inégalités). 

4 4 

> p2 0 

Remplaçons q par ~ + m 5 dans le 1" membre de l’équation; on trouve ainsi : 
4 


OU 


x* + px -J- 4- m* = 0, 

(x + î)’+m*=0. 


Le 1" membre de l’équation est la somme de 2 carrés; quel que soit le 
nombre positif ou négatif qu’on y mette à la place de x, -f j sera essen- 
tiellement et toujours positif; ^ + m 1 somme do deux nombres pré- 
cédés du signe -f ne peut jamais être nul. 

P a p* / î>\* 

Quand — q = 0, -j = q , on a a: ï + p:c-fq=ix + J ; le 1« mem- 
bre est un carré ; les racines sont égales. 

Quand q>0, q<^-, q = - — m* (143); d’où at’+px+q = *’+?* + 

4 4 4 

^ — m 3 = — m*. Le 1*' membre de l’équation est la différence de 

p 

2 carrés ; il suffit de choisir x , tel que x -+- | ± m. 
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Quand le terme tout connu de x 1 + P x + ï = 0 est un nombre 
précédé du signe — , on peut dire, sans calcul, que les racines de 
l’équation sont réelles. 

On verra plus loin le moyen de connaître les signes des racines 
réelles à la simple inspection des coefficients de l’équation pro- 
posée. V. n* 173. 

164. On peut , sans altérer le 1 er membre d'une équation du se - 
* cond degré, le transformer en un produit de deux facteurs du 
l* r degré par rapport à x. 

De là une autre manière de résoudre l’équation. 

Le 1" membre ayant la forme x* 4 -px -\-q, en ajoutant et retran r 
»’ 

chons - , on a successivement : 

U « 


x‘+px + q=x' + px + £- + q — = ( x + |) + 






Le trinôme x’-f -px + q est décomposé comme il a été an- 
noncé. 

L’équation x’ px -f- q =s= 0 équivaut donc à celle-ci : 



* + 5 + 



= o. 


(m) 


Pour que le produit qui compose le 1 er nombre soit nul, il faut 
et il suffit que l’uu des facteurs soit nul ; x doit donc être tel que 
l’on ait : 



d’où x = — ^ 



ou bien 

* + f + ? = 0î doùa:== — | 
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Ce sont les valeurs trouvées autrement ; ces valeurs sont donc 
les seules qui conviennent. 

165 Si on désigne les racines de l’équation x* px q = 0 
par x' et x" , dans l’ordre ci-dessus, on voit facilement que 


x — x'=x-f- 



x-x"=x+Z + 





Remplaçant dans l’équation (m) les deux facteurs du 1" mem- 
bre par leurs valeurs plus simplement écrites x — x', x — x", ou 
trouve 

{x — x!) (x — x") = 0. 

. i 

Ix 1 er membre d’une équation du second degré ramenée à la 
forme x’ -f- px -j- q~ 0, peut être décomposé en deux facteurs du 
premier degré en x, qu’on forme en retranchant succesivemenl de x 
les deux racines de l’équation ( x — x 1 ) (x— x") = 0 (*). 


C) Le 1*' membre de l’équation ar* px + <2 = <> n’est pas déeomposable de 
deux manières en deux facteurs du 1" degré par rapport à x. 

En effet, supposons que l’on ait trouvé en second lieu * 3 + px + q= 
(i— a) (x— p) , il en résulterait : 

(, + £ _ X/ëT,) (, + 1 + x/fi;) = , K, -■ «. 

Le second membre étant annulé par x ~ a, il doit en être de même du pre- 
mier, mais le 1" membre ne peut être nul que si on a : 



Vf 


■ q, OU x = - 



donc a doit être l’une ou l’autre de ces valeurs. 


Soit 


2 + \/ t ~ q; alors “1 ~\/ 7 ~ 9 ’ 


afin que le second membre soit annulé par les seules valeurs qui annulent 
le 1 er . Il résulte de là que x — a n’est autre que 

*-f-\/V-9 et * — £ = * + ! + y/ j — q. 
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166. Corollaire, x' étant une racine d'une équation du T degré, 
le 1 er membre de cette équation est divisible par x — x'. 

Cela est évident, puisque ce premier membre est égal à 

( x — x') (x — x"). 

• 1 er Ex. : x* — 5.r -f- 6 — {x — 3) [x — 2). 

# 2° Ex. : ^a;* + ^ = (*+*) + 

Application. Former une équation qui admette pour racines 
deux nombres donnés, par ex., x— 3, x = 5 ; il suffit de former 
le produit ( x — 3) ( x — 5), que l’on peut, d'ailleurs, multiplier par 
un nombre quelconque, puis d’égaler ce produit à 0. 

167. Nous sommes passé de l’équation ax- -f- bx-\- c = 0 à 

b c 

.r* -j- px + q = 0 , en remplaçant - par p et - par q. Pourrap- 

a a 

porter les formules du n° 157 à l’équation ax* bx c = Q , 
nous ferons l’inverse ; nous remplacerons dans ces formules p par 
b c 

- et g par - , d ou - 

a a 

b , \ / b* c b \ / b* — Uac 

X 2a Y' Aa’ a a \r Ua * + ' 

ou enfin 

— bdz^/b* —Uac 


Appliquons à l’équation 3-r’ -f Ix + U = 0. 

a— 3 , 6 = 7, c — h. 

— 7±\A9 — 4x3 X U _ — 7± l/üs^Ts 

6 — 6 

— 7±1 Jt . , 6 „ „ 8 

x= — ; d’ou x =— - =— 1 ; * =— - = 


U 


3' 


168. On peut résoudre directement l’équation ax'+bx+c — 0. 

b c 

On divisera par a ,• ce qui donne x 5 -f- - x + - = 0 , et on raison- 

a a 
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nera sur cette équation comme nous l’avons fait pour résoudre 

h c 

x*-\-px-\-q = 0 , sans remplacer - par p, - par q. 

On peut encore s’y prendre comme il suit Multiplions de part 
et d’autre par ha, afin de rendre ax * carré parfait; on trouve : 

ha*x* -f- hàbx -f- hac = 0. 

ha'x* habx est le commencement du carré d’un binôme , 

dont le 1 er terme est évidemment V' ha*x‘ = 2 ax; pour avoir 
le 2", supposons un instant que ce binôme soit 2ax + y ; le com- 
mencement de (2 ox-j-ÿ)’ est hà‘x'-\-haxq ; nous devons donc avoir 

habx 

haxy~ habx ; d’où on déduit y = - — — b -, le binôme en ques- 

* hax 

tion est donc 2ax -)- b. 

Or (2ajj-f-6) s = ha'x 1 -f habx -f- b\ Comparant au premier 
membre de notre équation ha?x 1 -f- habx -f- hac, on voit que si on 
avait b ’ = hac , ce premier membre serait un carré parfait , et 
l’équation serait facile à résoudre. Comme ordinairement on n’a 
pas 6’ = hac , nous ferons passer hac dans le second membre ; ce 
qui donne 

ha\c'-{-hax— — hac. 

Complétons maintenant le carré dans le 1" membre , en ajou- 
tant des deux côtés , fe’ ; on a ainsi 

ha*x* -f- hax -f- lé — 6* — hac , 
ou (2 ax-{-b)- = 6’ — hac. 

2 ax -j- b est égal à toute quantité qui , élevée au carré , repro- 
duit b - — hac ; il n’y a que deux quantités remplissant cette condi- 
tion; on les désigne ainsi -j- Vb x — hac, — l /b'—Uac; nous avons 

donc 2ax +6= -f Vb' — hac, ou ‘lax + b — — l^b 1 — hac. 

De chacune de ces équations du premier degré on déduit , 

b V' b* — hac 

* = -2i + — ’ 

b \/ b* — hac 
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les mêmes que l’on a trouvées autrement. 

Quelle que soit la marche suivie pour résoudre une équation du 
second degré, complète ou incomplète, on trouve qu'elle a deux ra- ■ 
cines , ni plus, ni moins. , v 

Remarque. Quand le coefficient de la première puissance de x 
est pair, il est bon d’en prendre la moitié ; alors le diviseur 2 de 
h 

— disparait. 

. 

Sdzl^ 8* — 2 X 3 

Ex. : 3a: 5 — 16a: + 2 = 0; x = ; sous le ra- 

, 3 1 

dical , on met alors a X c , et non plus ha x c. 

169. Discussion. L’équation du second degré ayant la forme 
ax* -j- bx-\-c = 0, nous pouvons toujours supposer que le coeffi- 
cient a de x 1 est positif; s’il ne l’était pas , on pourrait , sans al- 
térer l’égalité, le rendre positif, en changeant les signes de tous 
les termes de l’équation. 

Cela posé , on fait à l’inspection seule de la formule les remar- 
ques suivantes : • 

Si b '- — hac = 0, les racines sont réelles et égales ; 

Si 6* — hac > 0, elles sont réelles et inégales, leur différence est 

l/b* — hac 
a 

* <• ‘ • | 

Si b* — hac < 0, les racines sont imaginaires. 

Si le dernier terme c est un nombre précédé du signe — , — hac 
est positif; b * — hac> 0. 

Quand le dernier terme de l’équation ax s -f- bx + c = 0 est né- 
gatif , on peut dire , sans calcul , que les racines sont réelles. 

Examen d’un cas particulier remarquable. 

170. Lorsque dans l'équation 

ax* + bx + c = 0 

on suppose a = 0 , les formules 

, — h + 1/6*— 4ac 

ïa 

_ — 6 — l/b* — 4ac 
2a 
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prennent la forme x' = - ; *" = — — . 

0 0 

D’un autre côté, l’équation proposée devient 
b*-f-c = 0, 

laquelle admet pour solution unique x= — 7 -. Les formules générales sem- 

b 

filent donc en défaut dans ce cas. 

Remarquons d’abord que dans les raisonnements que nous avons faits pour 
trouver les formules, nous avons expressément supposé a différent de 0; si 
donc les formules étaient ici en défaut , cela ne prouverait rien contre nos rai- 
sonnements. 

Les valeurs x' et x" satisfaisant à l'équation, quelque petit que soit a, l’une 

c 

des racines doit tendre vers la limite — - quand a tend verso. C’est ce qu’on 
vérifie de la manière, suivante. 

Multiplions les deux termes de la valeur de x' par — b — \/ b 1 — 4 ac: le 
numérateur devient alors égal à la différence de deux carrés 

— b — V / b» — 4 ac ( — b + b* — 4ac)( — b — 1/ b* — 4ae) 

2a 2a(— b — l/b 1 — 4ac) 

b» — (b* — 4 ac) _ 4 ac 2c 

2a ( — b — l/b 1 — 4 ac) 2a( — b — {/b* — tac) — b — [/ b 1 — 4ac 

Sous cette forme , on voit que x' tend indéfiniment vers la limite 
2c c 

— , = — _ quand a tend vers 0, et arrive à cette valeur limite quand 

-b- l/b 1 b 

a =0. 

Quant à x", on peut l’écrire sous cette forme 

_ — b — V b* — 4ac _( — 6 — l /b* — 4ac)( — 6 -f- [/ b* — 4ac) 

2a 2a ( — b -f- [/ b 1 — 4ac) 

4ac 2c 

2a(— 6 + l/b 1 - 4ac) — b + [/ b 1 — 4ac 

a diminuant indéfiniment, 1/ b 1 — 4ac se rapproche indélinimentde l/b’ou b, 

de manière à en différer aussi peu que l’on veut; — bq-l/b 1 — 4ac diminue 
donc indéfiniment, se rapprochant de — b + b ou 0; le numérateur 2c ne chan- 
geant pas, x" augmente de manière à dépasser toute limite quand a devient 

suffisamment petit; pour a=0, x" prend la forme Ces considérations étant 

11 
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exactement les memes que celles que nous avons développées n° 120, à pro- 
pos des équations et problèmes (lu 1" degré, nous pouvons en tirer les mêmes 
conclusions relativement à tuut problème qui donnerait lieu à une équation 
du 2' degré dans laquelle a serait susceptible de prendre des valeurs indéfini- 
ment décroissantes. 

Quand on trouve alors a-" = — , bien que la seconde racine manque, le pro- 
blème peut quelquefois admettre une 2' solution correspondant au cas spécial 
où la 2" racine croît au delà de toute limite. 

Il peut arriver que chacun des coefficients a et b diminuant indéfiniment ù 
partir d’une certaine valeur, tende vers 0, de manière qu’on arrive à la fois 
à a=0, b = 0. 

Les valeurs de x’ et x" prennent toutes deux la forme ^ , tandis que l’équa- 
tion proposée se réduit à c — 0, équation impossible et absurde , si cest un 
nombre donné autre que zéro. 

Les formules semblent encore en défaut. Employant exactement le même 
artifice de calcul que dans le cas précédent, on trouve finalement 

, 2c „ 2c 

x‘— ■ ■ ■ x" — ■ 

— b — [/ b* — 4ac — b + l/b® — tac 


Sous cette forme a et b tendant vers 0, on voit que chacune des racines x 1 et x 
augmente indéfiniment à partir d’une certaine valeur; et pour o— 0, b=0 
2c 2c 

on ai’^p x " — — (abstraction faite du signe). 

Tout ce qui a été dit du symbole ^ relativement aux solutions des problèmes 
s’applique donc ici. 


Propriétés (les racines de l’équation du second degré. Relations entre 
les coefficients et les racines de l’équation x" -)- px -j- q = 0. 

171 . L’équalion du second degré étant ramenée à la forme 
x^-j-px q = 0 , distinguons les racines par des noms différents 
x', x ". Écrivons par exemple : 
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Les avant ainsi séparées, on vérifie facilement les propriétés 
suivantes : 

1° La somme des racines d’une équation il U second degré, rame- 
née à la forme x J -f- px -{- q = l), est égale à — p , c’est-à-dire , au 
coefficient t'a la première puissance de x pris en signe contraire. 

lin effet, ajoutant les valeurs (1) et (2) de xi et x", nous trou 
vons , toute réduction faite , 


x' -f- x" = — p. 


2° J.e produit des racines d’une équation du second degré, ra- 
menée à la forme x*-j- px -)- q = 0 , est égale à q, c’est-à-dire, à la 
quantité toute connue de l'équation, telle quelle est dans le premier 
membre. 

En effet, multipliant les valeurs ci-dessus de x' et x", on trouve 
successivement : 




On peut ajouter cette troisième relation : 


.T'- 



obtenue par la soustraction des deux formules (I) et (2). 

172. La différence des racines de l’équation x'— |— px-j- q = 0 est 


égale au double du radical , 2 



(') L’égalité ac- 
tion : 


x"=2 



q démontre immédiatement cette proposi- 


Pour que les deux racines de l’équation x’ + px + q = (i soient égalei et Se 


p* 

même signe, il faut et il suffit que l’on ail q =0. Alors en effet x'=x". 

L’égalité x’+x" — — p démontre aussi cette autre proposition : 

Pour que les deux racines de l’équatiOn du second degié t 1 + + * 1 — tV 

soient égales et de signes contraires, x' — — x”, il faut et il suffit que p = 0 , 
c'est-à-dire, que le ternie en x manque; alors, en effet, x' + x"=0, x'=— x” 
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Si l’équation a la forme, a.r*4-6a;+c = 0, on conçoit que pour 

6 c 

la résoudre on l’ait ramenée à la forme ar4- x 4- - = 0. Corn- 
et a 

parant alors à x* + px -f- q = 0 , on conclut alors , x' et x" dési- 
gnant les racines, 

x -\-x = — p — — - ; xx =+ q — 



,\ Al - c==2 \ 

y/ ha} y ha * 

\/ h * — Uac 
a 


En général , toutes les fois qu'on aura trouvé quelque propriété 
des racines de l’équation, x i -j- px -f- q = 0 . on fera .bien de les 
traduire ainsi pour les appliquer à ax 1 -j- hx-\-c — 0. 

l' r Ex. : r ! — 5a: -f- 6 = 0. 

x' -f- x" = 5 ; x'x" — 6. 

2 e Ex. : 3 j s -(- 7a- -j- h — 0. 

Écrivez x*-f- \ x -f- ^ = 0 ; d’où x‘ -f x" — — ^ ; xW = - . 

U u O ô 

Application. Résoudre les deux équations 

a- + ax+y:= 0, 

/>* — j— bx -f- y — 0. 

On remarque que a el b sont les racines de l’équation en z 
z' + xz + y= 0, 

dans laquelle x et y seraient des nombres donnés Mais x est ia 
somme des racines de cette équation ; donc 

x — a + b 

y est le produit des mêmes racines ; donc 

y = a x b. 
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175. I .es propriétés précédentes des racines de x* -\-px-X-q = o 
permettent de dire les signes des racines d’une équation du 
deuxième degré , si ces racines sont réelles , à l’inspection seule 
des coefficients. 

Remarquons, en passant, que d’après les-formules mêmes, les 


racines sont réelles quand on a - — q 


=0, ou — — q>0. 


Cela posé, si q est positif, les deux racines soûl de même signe, 
puisque leur produit q est positif. Le signe commun de ces racines 
est celui de leur somme, — p ,• donc elles sont de signe contraire à p. 

Ex. : x ! — 5a; -{-6 = 0; 6 étant positif, les deux racines de 
celte équation sont de même sign leur somme égale 5 : donc 
elles sont positives. 

2 e Ex. : 3a; 1 -(- Ix -(- h = 0 (forme ax ! 6a; -f- c = 0). 

Le produit des racines étant -f- » elles sont de même signe ; 


leur somme étant 


- , elles sont toutes deux négatives. 


Si q est négatif , les deux racines sont de signes contraires, puis- 
que leur produit est négatif. La racine qui a la plus grande valeur 
absolue donnant son signe à la somme des deux racines, a le 
même signe que cette somme — p. La plus grande racine en va- 
leur absolue esl donc celle qui est de signe contraire à p. 

Ex. : 3.r s -f- Ix — U = 0. 

U 

A cause de — ^ , les racines sont de signes contraires; et la 

plus grande, en valeur absolue, est négative, à cause de — \ 

• « 


Équations bicarrées. 

174. La résolution d’une équation du quatrième degré à une 
inconnue peut être ramenée à celle d'une équation du second de- 
gré, quand'elle ne renferme que la quatrième et la seconde puis- 
sance de l’inconnue. Une pareille équation peut toujours se rame- 
ner à la forme ’ 

x* + px' -\- q = ü. (1) 

C’est là ce qu’on appelle une équation bicarrée. 
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Pour la résoudre , nous posons r 1 = y , d’où r‘ = t/ s . L’équa- 
tion (1) devient alors 

,f + py + q = 0. ( 2 ) 


Résolvant celte dernière , nous trouvons y 


— S=Vî 


Pour avoir les valeurs de x , nous observons que x' = y donne 

X ~ ± V'y. 


Nous avons donc x 


= ± v / -f ± v / ? 


(«) 


x a quatre valeurs, lesquelles correspondent deux à deux, à 
chacune des deux valeurs de y. Si, par exemple, nous distin- 
guons les valeurs de y en écrivant y' — — £ -f- ~ — q, 

y" — — ^ j — q , h y 1 correspondent deux valeurs de x, 

* = A/-l+V^- «'-V-S+n/Të 

à y" deux autres valeurs, x" — -f- — ~ — \ / / ^ — q, 



— Y/ ~ — q. Ces racines sont deux à deux 


égales et de signes contraires, x t ' = — x ' , x" = — x" -, la 
somme des quatre est donc nulle (*). 

Application. Résoudre jr k — lia? 5 -f 18 = 0. 

Posons x * = y, par suite x K = y i ; nous avons ainsi y* — lit/ 


-f 18 = 0 ; laquelle résolue donne y = — 



* (*) Leur produ it est égal à q ; en effet, nous avons l/y', x”=+^/ y", 

donc ic'x"=\/y'y"; de même x', = — Y / ÿ r , at",=— V ÿ^, donc x,'x," = 
V y'y". Donc enfin x'i"x,'x," = l^y'y" X Vy'y" = ÿÿ'— q,- 
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Op aura donc: 

* = ±\/ïï±vf^=*V tA/^= 

±V /^ =±V /TT|I. 

En séparant les signes placés sous lo radical , nous avons 

x' — — ± s , puis x" — =dz[/2. 

Nous avons trouvé quatre racines: 

*' = +3, < = -3, x" = + [/2, *," = -1/2. 

175 . En discutant la formule (*) au même point de vue qu’on 
a discuté la formule générale des racines de l’équation du 2 e de- 
gré , ou arrive à des conséquences analogues. Nous allons cher- 
cher les conditions que doivent remplir les coefficients p et q de 
l’équation bicarrée : 1° pour (pie cette équation ait ses quatre 
racines réelles ; 2° pour qu’elle en ait deux réelles et deux ima- 
ginaires; 3° pour que les quatre racines soient imaginaires. 

On arrive facilement à ces conditions en ayant égard aux éga- 
lités ci-dessous : 

y = + VJ, x; = -[/>)', x u = + vj, x," = -VJ, 

y' et y" étant , comme on sait , les racines de l’équation 

y* + p>j + <i — ( 2 ) 

Pour que les quatre racines de x 1 -f = 0 (1) soient 

réelles, il faut et il suflit évidemment que les racines y' et y" de 
l’équation du deuxième degré soient réelles et positives. Pour cela, 

n* 

il faut: 1° que l’on ait — 7 > 0; 2“ que q soit positif, q>0, 

puisque ?/ et y" doivent être de même signe-, 3° enfin, il faut 
que p soit négatif, p < 0 , puisque la somme y' + y"= — p doit 
être positive. Oes conditions sont évidemment suffisantes car, si 
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elles sont vérifiées, les racines y' et y" de l’équation (2) sont 
réelles et positives. 

Si l’on veut que l’équation bicarrée ait deux racines réelles , 
et deux imaginaires, il faut d’abord que y' et y" soient réelles, 
car une d’elles au moins doit être réelle, et elles ne peuvent l'être 


p s 

l’une sans l’autre; on doit donc avoir — — y> 0. Cela étant, 


y' et y" devront être , l’une positive , l’autre négative ; autrement 
il y aurait quatre valeurs réelles de oc , ou il n’y en aurait au- 
cune ; y' et y" étant de signes contraires, q doit être négatif , q < 0. 
Il n’y a pas de condition pour p, lequel peut être positif ou négatif. 
On peut remarquer que si la condition q <C 0 est vérifiée , l’autre 


P* 


— q > 0 ne peut manquer de l’être : 


ninsi rlnnr* . In spiiIp 


condition nécessaire et suffisante pour que l’équation bicarrée 
aé-j-p.r s -|-y = 0 ait deux racines réelles et deux imaginaires, est 
celle-ci, q < 0. 

Pour que x* px s -{■ q — 0 ait ses quatre racines imaginaires, 
il faut que y et y" soient toutes deux imaginaires , ou toutes deux 
négatives , si elles sont réelles. 

p 4 p 4 

On sera dans le 1" cas si L t q < 0 ; dans le 2 e , si -, q étant 

a h 


>o,onay>0,p>0. 

L’équation as* -}- 1 1 jc* -f- 1 8 === 0 est dans ce dernier cas; on voit 
à priori qu’elle a toutes ses racines imaginaires. En effet, quel que 
soit le nombre positif ou négatif que l’on y mette pour x, les 
trois termes, x K , ll.r 4 , 18 étant des nombres positifs, on ne 
saurait avoir x’’ + llx* + 18 = 0 . 


DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ A DEUX INCONNUES. 


170. La forme générale d’une équation du second degré à deux 
inconnues, après toute réduction de termes semblables, est évi- 
demment celle-ci : 

ay*-\-bxy + cx*-\-dy-\-ex-{-f=Q. 

Une telle équation , considérée isolément, admet une infinité de 
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solutions ; pour que le problème soit déterminé , il faut deux 
équations. Soit proposé de résoudre le système 

ay- bxy + ex* + (///+ ex + f= 0 v l) 

a'y*+b'xy+*j*+d } ,+e'x+r = 0. (2) 

La première idée qui se présente est d éliminer une des incon- 
nues. Si une des inconnues, y par exemple, n’entrait qu’au pre- 
mier degré dans l'une des équations , cela serait facile à faire par 
la méthode de substitution ; regardant x comme connu , on tire- 
rait la valeur de y de cette équation , et on remplacerait y par 
cette valeur dans l'autre équation; on aurait pour résultat une 
équation en x seul. Quand a ou a' sera nul, on suivra cette 
marche; quand c ou c' sera nul, de même. Dans tout autre cas, 
on opérera comme il suit : Pour éliminer y* entre (1) et (2), on 
multiplie la première par a et la seconde par a, puis on retran- 
che le produit (1) du produit (2); on trouve ainsi : 

( ab ’ — ba') a - »/-)- ( ac ' — ca') a?* 4- (ad 1 — da!) u 

+ {aJ-ea')x+af'—fa'= 0, (3) 

équation qui ne renferme y qu’au premier degré; on en déduit 

(ac — ca') j" s -)- (ae — ca') x-\-af — fa' . 

^ (ab' — ba) x -f- ad’ — da’ 

En substituant cette valeur dans l’équation (1), ou dans (2), on 
obtient une équation du quatrième degré en x de la forme 

A# 1 Bj-’ -(- Gr ! -f- D.r-(- E = 0 , (5) 

r 

que nous ne savons pas résoudre en général. Si on connaissait les 
racines de l’équation (5) , on remplacerait successivement x par 
chacune d’elles dans l’égalité (4) , ce qui donnerait chaque fois 
une valeur correspondante pour x. On aurait ainsi toutes les solu- 
tions du système (1) et (2). 

Nous savons résoudre l’équation (5) dans le cas où B = 0, D=0, 
elle est alors bicarrée. 
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APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ. 


Problèmes et Exercices. 


177. 1" Problème. Plusieurs personnes font en société un dîner 
dont la carte se monte à 120 fr. Deux de ces personnes s’en vont 
sans payer; les autres, obligées de payer pour elles, donnent cha- 
cune 3 fr. de plus qu’elles si auraient donné sans cela. Combien y 
avait-il de personnes à ce dîner, et combien a payé chaque personne ? 
Soit x le nombre de personnes cherché. Si toutes avaient payé, 
120 

chacune aurait donné — ; x — 2 seulement ont payé; chacune 

120 

de celles-ci a donc payé - — D’après l’énoncé 


♦ 


120 120 „ 
î--2=^r + 3 


( 4 ) 


On peut chasser les dénominateurs en multipliant de part et 
d’autre par ( x — 2) x — x i — 2 x. Cela n’a pas d’inconvénient , car 
ni x ~ 0, ni x = 2, n’est racine de l’équation ci-dessus. On trouve 
alors 120 a; = 120.? — 2û0 -f- 3#’ — 6.r. Réduisant et divisant des 
deux côtés par 3 , on trouve 

.t s — 2a; = 80. 


En résolvant cette équation, on trouve x = 1 ± V/ 1 +80 = 1 ± 
1/81 = 1 ±9. 

Les. deux racines sont a;' = 10, x" — — 8. Évidemment la so- 
lution positive est la seule convenable; il y avait au dîner 10 per- 

120 

sonnes. Chacune d’elles aurait donc dû donner — , ou 12 francs; 

8 seulement ayant payé , chacune d’elles à dû donner 15 francs. 

Si on veut interpréter la valeur négative trouvée pour x , on 
changera x en — a’ dans l’équation (1), ce qui donne 



120 
— x 


+ 3 > 
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ou bien en changeant tous les signes : 


120 _ 120 
a: -J- 2 x 


( 2 ) 


Cela fait voir que la valeur absolue 8 de la racine négative 
de (1) satisferait au problème suivant. 

"f* Plusieprs personnes panent en commun un écol de 120 francs; 
si la dépense avait été payée par deux personnes déplus , chacune 
aurait payé 3 francs de moins. On demande combien de personnes 
ont payé. 

•U 2' Prorlème. Deux ouvriers ont un ouvrage à faire. Si chacun 
l d'eux en faisait la moitié, il leur faudrait en tout 25 heures de 
travail pour le terminer; mais s’ils y travaillent ensemble, l’ou- 
vrage sera fait en 12 heures. Combien d’heures chacun d’eux em- 
ploierait-il à faire l'ouvrage entier s’ il travail lait seul . 

Chaque ouvrier faisant la moitié de l’ouvrage . celui-ci serait 
terminé en 25 heures; soit a 1 le nombre d’heures employé par l’un 
des ouvriers pour faire tout l’ouvrage à lui seul ; pour en faire la 

* x h x 

moitié il mettrait — ; l’antre met donc 25 — - pour faire l’autre 


moitié, et mettrait 50 — x pour faire tout l’ouvrage à lui seul. 

Le premier mettant x h à faire seul tout l’ouvrage , en 1 heure 

1 

fait une partie de l’ouvrage représentée par — ; l’autre faisant 

x 

x | 

l’ouvrage à lui seul en 50 ft — x, fait en 1 heure — de l’ou- 

50 — x 

1 1 

vrage ; à eux deux ils en font en 1 heure — (- — ; mais puisque 

x aO — x 

travaillant ensemble ils mettraient 12 heures pour faire l’ouvrage 

1 

entier, ils en doivent faire — en 1 heure ; on a donc à résoudre 

111 
l’équation — I- = — . 

3" Problème. Un capital , plus son intérêt pour 8 mois , égale 
4160 francs; un autre capital , plus son intérêt pour 10 mois, égale 
6300 francs. La somme des deux intérêts est 460 francs. Trou- 
ver le taux d’intérêt. 

Soit x ce taux. Désignons un instant par a le premier capital , 
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/ 

et par «'.le second. Nous allons chercher les deux intérêts de a et 
de a', et nous égalerons leur somme à 160 fr. Nous nous servi- 

a . i . t 

rons pour cela de la formule I = - (1) 

Nous avons d’abord « + 1 = 6160 francs. f2) 

De (1) nous tirons a = ; remplaçons « par cette valeur. 

% . t 

dans (2) ; nous avons ainsi 

-j—- + I — 6160 ; >• 

I '100 + i. Q = 6160 i. / ; 

6160 i . t 


d’où 

puis 


1 = 


100 + *. I 


A * 

Dans notre problème i — x j 8 mois = ^ d’anuée, ou f = -. 


Nous avons donc 1 = 


6160 X - x 

/ . 2 # 
1°°+ I 


6160x 
150 + x‘ 


Si on appelle l' l’intérêt du second capital , 10 mois étant les - 
d’un an, on aura 


l' = 


6300 X 6 X 6300 x 

5 120 4- x' 
100+ - x 

6 


I + 1' = 660. 

Nous avons donc l’équation 

6160 x 6300 x _ 
150 + x ** 120 + a: ~ 


660 


dont on peut diviser tous les termes par 10. Cela fait, si nous 
chassons les dénominateurs , nous avons: 

616 x (120 +a?) + 630.z(150 + a:) = 66(150+.r) (120 + x). 
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qui , tout calcul fait , devient : 

1000 3;* + 122000a; =828000 , 
d’où x s + 122x=828. 

En résolvant cette équation , on trouve : 
a: = 6; x = — 138. 

Le taux cherché est 6. La seconde racine ne convient pas au 
problème. 

U’ Problème. Trouver deux nombres dont on connaît ta somme 
et le produit. 

Soient x et ;/ ces deux nombres. On donne j--(- y — a (1), 
xy=b (2) ; de la première égalité on tire y = a — x; cette va- 
leur étant mise dans la seconde , on trouve x{a — x) — b, ax — 
x'—b, ou enfin x ' — ax -}- 6 = 0 (3) . 

Le nombre appelé x est une des racines de cette équation (3) ; 
il est facile de voir que y est l’autre racine ; soient, en effet, x’ 
et x" les racines de (3j, .r'-|-x" = «; donc x-{-y =x'-(-x''; 
mais x — x', donc y — x". D’ailleurs, rien ne distingue y de x; 
on peut donc énoncer cette proposition générale : 

Théorème. Quand la somme de deux nombre xel y est un nom- 
bre a, et leur produit un nombre b , x et y sont les racines de celte 
équation du deuxième degré , 

X- — aX -f b = 0. 

En résolvant cette équation , on trouve 



5 e Problème. La somme de deux nombres est a; calculer ces 
nombres, connaissant d'ailleurs la somme de leurs carrés ou de leurs 
cubes. 

1° j” -f- y =; a , x'- -(- V' — b. 

On trouve facilement (x -f - yY = «S ou a* = x- + y 1 -f- 2xy — 

b -f- Ixy ; d’où xy = — . On connaît x -{- y et xy; on achève 

par le k’ problème. 

2» x -f -y = a , x s + y’ = 6. 
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On trouve facilement :x -J- y f ou a 3 — .r :i 3 x'y -j- 3.ry s -f- 

, a 3 — b 

1 / =. b - f- Zxy (a; -f- ÿ) = & + 3cwy ; par suite xy = - — — . On 

OU 

connaît x-\-y et xy '^"problème). 

6 e Problème. Calculer la profondeur d'Un puits, s ne liant qu'il 
s’est écoulé un nombre t de secondes entre l'instant où on a laissé 
tomber une pierre , et celai où le bruit qu'elle a fait en louchant le 
fond a frappé l’oreille. 

Il faut avoir égard à ces deux principes de physique : 

1° L’espace parcouru par un corps pesant varie comme le carre 
du temps écoulé depuis le commencement de la chute ; il est re- 
présenté par la formule 



2° Le son se meut d’un mouvement uniforme et parcourt 
333 mètres par seconde. En général , si on représente sa vitesse 
par t-, l’espace parcouru dans le temps t est v . t. 

Soit .r la profondeur du puits évaluée en mètres, \t,, le nombre 
de secondes que la pierre met ù descendre , on a 


x — 



d’où 




le radical ayant 


nécessairement le signe 

Si t, désigne le temps que met le son à nous venir du fond du 
puits , ou a 


X 

x — et, ; d’où t „ = 

v 


Mais le nombre donné t secondes est précisément égal ît t,-\-t,; 
on a donc l’équation 





Pour résoudre cette équation , on isole le radical en écrivant 



(t 
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puis, on se débarrasse de ce radical en élevant les deux membres 
de l’équation au carré ; on trouve ainsi 


, x* 2 te __ 2.r 

v- v g 




Ordonnant les deux membres par rapport à x , 


’ 5 




!t 1\ J /’ 

Les deux racines sont réelles; car [ - 4- - I . 

\v a / t>* 


Elles sont positives; car leur produit /V est positif, aussi bien 


que leur somme 


2 (f + ;4°- 


173). 


Le problème ne peut cependant avoir deux solutions; car deux 
puits de profondeurs différentes ne peuvent correspondre au 
même temps, kt secondes Pour expliquer cette singularité, et 
connaître en même temps celle des valeurs de x qui convient k la 
question , nous observerons que l’équation réelle dit problème est 
l’équation (1) , laquelle n’admet évidemment qu’une solution. 


A. cause du radical , nous avons élevé au carré les deux membres 
de cette équation (1). Or, si on élève au carré les deux membres 

de cette autre équation t — - = — \ / — (2) , on obtient 

exactement le même résultat; cependant les deux équations (1) 
et (2) , qui équivalent à celles-ci. 
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ne sont pas satisfaites pai la même valeur de a?; la valeur de x pour 
la première est moindre que vt, pour la seconde, plus grande que 
vt. Les deux racines de l'équation du 2' degré sont évidemment les 
valeuiï tjea; satisfaisant à ces deux équations (1) et (2). La valeur 
* * jle x cie notre f^iation est la plus petite de ces deux racines ; la 
^kdondeur cherchée , 


; + 


a; = 


ï-Vii 


4--V— - 

9 / e 


Voici quelques exemples d’équations simultanées à plusieurs 
inconnues, se résolvant par des équations du 2' degré à une in- 
connue. 


7 e Problème. Un capitaliste veut placer, à des taux différents, 
une somme de 80000 fr. et une somme de 50000 fr. .S’il les place à 
intérêts simples, il en retirera 12000 fr. au bout de deux ans j 
mais s’il les place à intérêts composés, il en retirera 280 fr. de 
plus. On demande à quel taux les deux sommes doivent être 
placées. 


ait 

Soient x et y ces deux taux. Employant la formule 1 = — , 

on trouve l’intérêt de 80000 fr., au taux x, pour 2 ans, égal à 80000 
X x X 2 : 100 = 1600 x. 

De même l’intérêt de 50000 fr. au taux ij pour 2 ans égale 500 
X y X 2 = 1000 y. 

On a donc pour première équation 




1600 a? + 1000ÿ = 1200, 


OU 8a*-f-5ÿ = 60. (1) 

En second lieu , 80000 fr. placés à intérêts composés, à a;p. ü/p 

( x \ s 
1 -j — - — ) . 
100 / 
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De même un capital de 50000 fr., au taux y , prend une valeur 


de 50000 


J/_Y 


( 1 + 100 / 

Mais la somme de ces nouvelles valeurs des capitaux proposés 
doit être égale à la somme des valeurs primitives, plus 12000 fr.‘, 
plus 280 fr., ce qui fait en tout 142280; on a donc pour seconde 
équation 

80000 (l + + 50000 (l = 142280. 

Ou , en effectuant , chassant les dénominateurs et réduisant 
8 æ s + 5ÿ* + 1600a; -f 1000// = 12280. (2) 

De l’équation (1) on déduit ; 

60 — sa- 


li 


(3) 


Substituant cette valeur dans (2) , on trouve , toute réduction 
faite, 

13x s — 120a; + 275 = 0. 

Résolvant cette équation , on trouve : 

3 

x — 5, eta; = 4-j . 

1 3 

Les valeurs mises pour a; dans l’équation 3 donnent: 

20 4 
• V = T = 4 ; et </ = 4 4- — . 

On a donc deux solutions 

1 x = 5, ÿ = U ^ 

«=» + ^,S=*+^. 


8 e Problème. Trouver les deux côtés de l'angle droit d'un 
triangle rectangle dont l'hypoténuse égale 13 mètres et la surface 
30 mètres carrés. 

12 
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Soient a; et y les deux côtés demandés, on a les équations 
x i -\-y i — 169, 

^ xy = 30 , ou xy — 60. 

Ajoutant membre à membre la première équation et le double 
de la seconde , on trouve : 

(x + ÿ)*= 169 + 120 = 289. 

D’où x + y — 17. 

Si on retranche ‘2xy = 120 de a: 2 + y- ~ 169 , 
on trouve (x — ,y) ! = 49 ; d’où x — y — 7. 

On peut se dispenser de mettre le double signe devant la racine 

carrée de 289, ou de 49, sachant que la somme des deux côtés doit 

être positive , et x — y aussi, si x désigne le plus grand côté. On 

17 + 7 17 — 7 r 

a ensuite x = — - — - = 12; y — — - — = 5. 

i A 

9 e Problème. Trouver les trois dimensions d’un paraltèlipipède 
rectangle , sachant que sa diagonale est 7 mètres , que la surface de 
sa base est 12 mètres carrés, et que la somme de ses douze arêtes 
est ht* mètres. 

Soient x et y les deux côtés adjacents de la base, s la hauteur 
du parallélipipède. 

x- + y 2 + z s = 1*9. 
xy e= 1 2. 

4.r+4y+4z = 1*1*', ®+y + z=ll. 

De la dernière nous tirons : 

• 

Æ + y = 11— s, 

d’où x*+tf + ‘ixy = 121 — 223 + z*; 

mais x * + y ! = 49 — z 2 , 2xy = 24 ; 

on a donc 49 — z ! + 24 = 121 — 22z + z 2 
2z* — 22z + 48 = 0. 
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3*— 115 + 24 = 0; 

3 = 8, et 5=3. 

La valeur z — 8 ne peut convenir; car le carré de t 
seul plus grand que 49 ; nous prendrons donc z = 3. La 
équation proposée nous donne alors x + y = h— 3 = 8. 

D’ailleurs xy = 12. 

x et y sont donc les racines de cette équation du 2' degré 
X*— 8X +12 = 0. 

On en déduit x = h ±1/16 — 12 = 4 db2. 

x — 6 , y = 2 ; ou vice versâ. 

Problèmes à résoudre. 

178. Deux marchands ont retiré d’une association qu’ils ont 
faite une somme de 3000 fr. , mise et bénéfice. La mise du premier 
est de 600 fr. et le gain du second est 800 fr. On veut connaître le 
gain du premier et la mise du second. Rép. 1200 fr. et 400 fr. 

Trois marchands ont fait une association; lesecond a mî's5000/r. 
de plus que le premier qui en a mis 5000 de plus que le troisième. 

S’ils n’eussent mis chacun qu’au tant de francs qu’ils ont mis de 
fois 1000 fr., la mise du second multipliée par celle du troisième 
donnerait un produit égal à 75 fr. Quelle est la mise de chacun ? 
Rép. 10000 fr.; 15000 fr.; 5000. 

Une personne possède 25000 fr. qu’elle partage en deux parties 
inégales dont elle tire des revenus inégaux. 

Si la première partie était placée au taux de la seconde , elle 
produirait un revenu de 400 fr. , et si la seconde partie était placée 
au taux de la première , elle produirait un revenu de 900 fr. 0> 
propose de déterminer les deux parties du capital et les deux taux. 
Rép. 15000 et 10000 fr., à 6 et à 4 p. 0/o. 

Calculer deux nombres , 1° connaissant leur produit et la somme 
de leurs carrés; 2° connaissant leur somme ou leur différence, et la 
somme de leurs carrés. 

Connaissant la hauteur correspondante à l'hypoténuse d un 


i 

l est 

troisième 
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triangle rectangle, et la somme ou la différence des côtés de l'angle 
droit , calculer ces deux côtés. 

Trouver deux nombres tels qu'en ajoutant leur somme à leur 
produit, on ait 3 b, et tels qu'en retranchant leur somme de la somme 
de leurs carrés , on ait le reste 42. 

Un champ a 180 mètres carrés de superficie ; un champ voisin , 
qui a 6 mètres de plus en longueur, mais h mètres de moins en lar- 
geur, a la même superficie. On demande les dimensions des deux 
champs dont la forme est supposée rectangulaire. 

Interpréter la solution négative de l'équation à laquelle on est 
conduit. 


Discussion de quelques problèmes. 


179. Problème. Trouver deux nombres dont la somme soit a , et tels que 
le plus grand soit moyen proportionnel entre la somme a et le plus petit. 

Définition. On dit qu’une grandeur o est moyenne proportionnelle ou 
moyenne géométrique entre deux autres grandeurs b etc, quand on a l’égalité 

de rapports -=-. Soient s et a — x les deux nombres cherchés; en traduisant 
a c r 

l’énoncé, d’après la définition précédente, on a de suite 



Cette équation équivaut à celle-ci : 

a (a — x)=x 2 , ou x*=a l — ax, 


ou bien encore à celle-ci : 


t* - fax— a* = 0. 


(2) 


a \ / a* 

2-VT + a - 

Le problème admet donc deux solutions , car x' et x" vérifient également l’équa- 
tion (I). Le radical ayant une valeur plus grande que ^ a, la racine x'est po- 
sitive; l’autre x" est négative et sa valeur absolue est plus grande que a. 
x’ étant considéré comme le 1" nombre demandé, le second est a — x' = 


Cette dernière a pour racines 


*"=■ 
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D’ailleurs *'= i). 

Quel que soit a, le rapport x' : a — x' est donc constant. 

Application du problème précédent. 


Diviser une ligne donnée AB en moyenne et extre'me raison , autrement dit , 
la diviser en deux parties telles que la plus grande soit moyenne géométrique 
entre la ligne entière et l'autre partie. La ligne donnée étant désignée par a, 
la plus grande partie par x, on écrit a : x = x: a — x; c’est l’équation (1) : 
dans ce cas-ci x doit être une partie de a et positif. Pour cette double raison 

x’ convient seul; on prendra x=x'= i). 

Sur une ligne indéfinie X’ABX , trouver un point C tel , que sa distance au 
point connu A soit moyenne géométrique entre la ligne AB = a, et la distance 
de ce point C ou point B. 

OnposcAC=x, d’où a :x=x:a — x (1). 

C' 

X' A C B C" X. 

Ici les deux solutions peuvent convenir; car rien ne dit que le point C doive 
être plutôt ù droite qu’à gauche du point A. Si donc on regarde x" comme une 
ligne qui doit être portée à gauche de A, parce qu’elle a un signe contraire à x', 
on aura une deuxième solution de la question, un deuxième point, C'. En 
effet, pour vérifier l’équation (2) avec x", on écrit o: — x"= — x":a+x". 
Cette identité équivaut à celle-ci a : x"=x" : a+x" , qui est vérifiée par la va- 
leur absolue de x"; or, en ne considérant que les valeurs absolues, x"=AC', 
o-f x"=BC'. 

Donc a : AC' = AC' : BC'. 

La condition géométrique absolue est donc vérifiée. 

Pour mettre directement en équation ce dernier problème géométrique , on 
aurait dit : Supposons le problème résolu , et soit C le point cherché. Pour 
fixer les idées , on est alors obligé de donner au point C une position arbitraire 
qui est censée la position vraie, et on calcule en conséquence. En commen- 
çant ainsi, on peut mettre le point C à gauche de A, entre A et B, à droite 
de B ; est-il indifférent de le placer dans l’une quelconque de ces trois posi- 
tions provisoires, sans plus ample examen? Vérifions. En mettant C à gauche 
de A on trouve l’équation (2), dans laquelle x de l’équation (I) est changé 
en — x; en mettant C entre A et B, on trouve l’équation (t) elle-même. Les 
deux hypothèses nous conduisent au même résultat; les signes contraires des 
racines sont seulement changés de l’une à l’autre. Mais la troisième hypothèse 
qui conduit à poser AC"=x, BC"=x — a, donne les équations a : x=x : x — a, 
x’=ax— a*, x*— ax-pa*=<\. 
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Les racines sont 



Ces racines sont imaginaires. 

Si, le problème étant supposé résolu , on avait donné tout d'abord cette po- 
sition au pointe, en arrivant à une équation qui n’a que des racines imagi- 
naires, aurait-il fallu conclure que le problème proposé est impossible? Non 
assurément; nous qui avons fait autrement, nous savons d’avance que le pro- 
blème est possible. A quoi tient-il que l’on ne puisse pas mettre le point C, à 
sa volonté, à droite du point B? En y regardant d’un peu plus près, on voit 
que pour cette position du point C , les deux facteurs du premier membre de 
l’équation x* = a [a — x) ou xX x = a X (a— x), qui est la traduction algé- 
brique de l’énoncé du problème, sont plus grands que les deux facteurs du se- 
cond. L’égalité est impossible. On fait une hypothèse inconciliable avec l'énoncé 
du problème en supposant au point cherché C la position C". Nous avons cité 
cet exemple, pour faire voir que l'équation posée pour résoudre un problème 
n’ayant que des racines imaginaires, il n’en faut pas toujours conclure que le 
problème n'admet pas de solution ; il faut d’abord vérifier si le problème a été 
bien mis en équation. 

1»0. Problème. Trouver sur la ligne qui joint deux lumières A et B, 
d’intensités inégales, le point où ces deux lumières éclairent également. On 
admet ce principe de physique que l’intensité d’une lumière varie en raison 
inverse du carré de la distance , c’cst-ù-dire que l'Intensité d’une même lu- 
mière è 2, 3, 4 unités delà distance est 4, 9, IG.... fois moindre qu’à 

l’unité de distance. 


X' 


A C B X 


Désignons par d la distance connue des deux lumières , par a* l’Intensité de 
la lumière A à l’unité de distance , par b* celle de B , et par x la distance qui 
sépare le point A du point cherché où les deux lumières éclairent également. 

Supposons le problème résolu, et soit C le point demandé. Nous avons dé- 
signé AC par x ; alors BC = d — x ; en désignant un instant par y* l’intensité 
commune de la lumière A, et de la lumière B au point C , nous avons : 


2° 


y? 

b» 


y* t y t . a- 

— — — ; ou — - — d ou >/’ = —; 

n » — ’ ’ n* T» T» 


O* X* 

i 


ou t = (d^ ; d ' où y ‘ = (d=7ï 


De ces deux égalités résulte immédiatement celle-ci : — 
cette autre équivalente : 

(d — .r)« b* fd — xy b» 


b« 

(d - x)*’ 


ou 


(0 
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d — x 


est égal à l’une ou à l’autre des quantités qui, élevées au carré, repro- 


b s d — x 6 b 

duisent — : = ± - = ifc m , si on pose - — m. 

a* * a a 

Ainsi l’équation (I) est équivalente au système de ces deux-ci : 


d — x b , , d — x 

- = m (2) ; = 

x a x 


a 


En résolvant l’équation (2) , nous avons d — x = mx; d — (1 + m) x , d’où 

*= — r — . Résolvons l’équation (3): d —x= — mx;d=x — mx—xli — m): 
l + m 

d 

d’où x = . Nous allons discuter ces résultats. 

1 — TO 

Discussion. Pour plus de commodité, nous distinguerons ainsi les racines 
des équations (2) et (3) , qui sont les racines de l’équation (1) : 

ri „ d 

x/ — , x" = . 

1 + m 1 — m 


m étant une quantité essentiellement positive , i» les deux racines x' et x" 
seront toutes deux positives quand on aura m < 1. 

2° *' sera positive, et x" négative, quand on aurarn > 1 ; 


3° Enfin, x" prendra la forme- quand on aura m= 1. 


1 " Cas. m ou - < 1 , c’est-à-dire b < a, ou a > b. Cela signifie qu’à l’unité 
a 

de distance, et par suite à une même distance quelconque , la lumière A éclaire 
plus que la lumière B. 

D’après cela , aucun point également éclairé ne peut être situé à gauche d 
A sur X'A ; car ce point serait plus éloigné de B que de A , ce qui est contra- 
dictoire avec ce que nous venons de dire. Mais dans notre hypothèse nous trou- 
vons les racines x' et x" positives ; donc les distances comptées à partir de A 
sur X'AX doivent être portées à droite. 


Maintenant de m < 1 résulte 1 + m < 2 ; 


d 
2 ’ 


donc la racine x' 


1 + m 

fournit un point C situé entre A et B, plus loin de A que de B ; ce résultat 
s’accorde avec ce que nous avons dit sur les intensités comparées. 


De m < 1 résulte encore 1 — m positif et < 1 ; > d. La racine x" 

1 — tu 

donne un second point répondant à la question, situé au delà de B, sur BX. On 
se rend compte de ce fait en observant que, à partir d’un point déterminé, par 
exemple, d’une unité de distance au delà de B, l’intensité de B, d’abord très- 
grande aux environs du point B, décroît beaucoup plus rapidement que l’in- 
tensité de A à partir du point déterminé. 

2* cas. m ou - >1 , c’est-à-dire b >a. Cela signifie qu’à l’unité de distance, 
a 
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et par suite à une même distance quelconque, l’intensité de la lumière b est 
plus grande que celle de la lumière A. C’est absolument le contraire de ce qui 
arrive dans le cas précédent. 

11 en résulte immédiatement qu’il ne peut y avoir de point également éclairé 
à droite de B, et que. s’il existe un point également éclairé entre A et B, il 
doit être plus loin de B que de A. Les résultats fournis par l’algèbre s’accor- 


dent avec ces conclusions : de m > 1 , résulte 1 + m > 2 , 


d d 
t + m < 2’ 


la ra- 


cine x', toujours positive, donne un point également éclairé situé entre A et B, 
plus près de A que de B. 

De m > 1 résulte 1 — m négatif. La racine x" négative fournit un point éga- 
lement éclairé situé à gauche de A sur AX'. On explique ce fait comme on a 
expliqué la deuxième solution du cas précédent, dans l’hypothèse contraire. 


3* cas. mou - = 1 , c’est-à-dire a=b; à l’unité de distance, et par suite , à 
a 

une même distance quelconque, les deux lumières éclairent également. 11 résulte 
de là qu’il ne peut pas y avoir de point également éclairé inégalement distant 
des deux lumières; il n’y en aura pas à gauche de A, ni à droite de B; il y en a 
un entre A et B , qu’on aperçoit d priori , c’est le milieu de AB. Or, dans le cas 


actuel , 




c’est-à-dire que x' fait connaître la seule solution 


du problème , et x" n’en donne aucune. 

En ne faisant pas de suite m — 1 , ou b=a, mais en donnant à b des va- 
leurs tendant indéfiniment vers la valeur a, et considérant les cas particuliers 
correspondant à ces hypothèses, on trouve pour deuxième solution à droite de 
B, ou à gauche de A, un point qui s’éloigne indéfiniment, jusqu’à ce qu’il s’é- 
loigne tant, qu’on ne peut plus le marquer, qu’il n’existe plus. Voilà donc un 
nouvel exemple des ressources qu’offre l’algèbre pour traduire dans le calcul 
tous les faits relatifs aux grandeurs. 

Remarque. L’équation (2) pouvant sécrire ainsi : d — x : *=b : o, ou bien 
BC : AC — b : o , on voit qu’on trouverait la première solution en partageant la 
ligne AO en parties proportionnelles aux nombres donnes a et b. La seconde 
égalité (3) peut s’écrire d— x: — . r= b: a, ou x—d:x—b:a, ou bien, en 
traduisant sur la figure, BC':AC'=l>:a; de sorte que le problème proposé , 
considéré dans toute son étendue, peut se traduire ainsi géométriquement : 

Trouver sur une ligne indéfinie X'AlîX un point tel, que ses distances respec- 
tives à deux points donnés A et B soient dans le même rapport que deux nom- 
bres donnés a et b. 


Discussion des valeurs du trinôme ax s -| bx -f c. 


181 . Nous avons cherché les valeurs dex annulant le trinôme ax> + bx+c; 
il est souvent utile d’étudier la marche des valeurs que prend ce trinôme quand 
le nombre x , seul variable , prend toutes les valeurs positives ou négatives 
possibles; c’est ce que nous allons faire. 
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Pour plus de commodité, nous commencerons par résoudre l'équation 
ax* + àx + e = 0 , afin de transformer, s’il est possible, le trinôme en un 
produit de deux facteurs réels du premier degré. Quand on résout l'équation, 
il peut se présenter trois cas : les racines peuvent être réelles et inégales , 
réelles et égales , ou imaginaires. 

1*' cas. Soient x' et x" les racines réelles et inégales de ax'+bx + c=0, et 
soit x' < x". 

On sait qu’alors axt+ber 4-c = a(a: — x!) ( x — x 11 nous suffira d’étudier 
les valeurs que prend le produit (x — x 7 ) (x — x") ; nous en conclurons aisément 
ce qui arrive pour le trinôme proposé. 

Nous considérerons les valeurs de x dans l’ordre croissant : 

1° De — ® à x 7 ; 3° de x 7 à x" ; 3° de x" à 4- ® . 

1” période. Tous les nombres de cette période sont moindres quex 7 ; si on 
pîend x égal à l'un quelconque d'entre eux , les différences x — x 7 , x — x 77 
seront négatives (22), leur produit (x — x 7 ) (x — x 77 ), positif, et le produit 
o (x—x 7 ) (x — x 77 ) , de même signe que a (*); voilà ce qui arrivera constamment 
quant au signe durant cette période. Considérons maintijpant les valeurs ab- 
solues ; dire que x est moindre que x 7 , c’est dire que x 7 — x = a nombre po- 
sitif, ouï® — a + x 7 . De même x" — x = (3 nombre positif , oux= — p + x". 
Lorsque x, variant de — ce à x 7 , s’approche continuellement de x 7 dans la 
suite des nombres, la difl'érenec i=i 7 — x diminue continuellement depuis 
une valeur Infiniment grande jusqu’à zéro; il en est de même de J3=x" — x, 
puisque x s’approche de x" en même temps que de x 7 (p diminue depuis une. 
valeur infiniment grande jusqu’à la. valeur x" — x 7 ). Chacun des produits 
(x — x 7 ) (x — x"), a(x — x 7 ) (x — x 77 ) , diminue depuis une valeur infiniment 
grande jusqu’à la valeur zéro , qu’il prend , quand pour x=x 7 , un de ses fac- 
teurs s’annule ("). 

2* période , de x 7 à x". Chaque nombre de celte période étant plus grand que 
x 7 et moindre que x", pour toutes les valeurs de x de cette période, le facteur 
x — x 7 est positif, x — x 77 est négatif, le produit (x — x 7 ) (x — x") négatif, et la 
valeur du trinôme, a(x — x 7 ) (x — x"), de signe contraire à a. 

Quant aux valeurs absolues, en posant x — x 7 =n nombre positif, x"— x=p 
nombre positif, nous voyons que lorsqu'on s’avance de x 7 vers x", a croît de 
0 à x" — x 7 , et ]î décroit dex 77 — x 7 à 0. On ne voit pas de suite ce qui arrive 
pour le produit xji ; on remarque que la somme a-f 3=x — x 7 -f-x" — x=x" — x 7 
est invariable, quel que soit x de x—x’ à x — x" -, en posant x" — x 7 =2 s, 
nous pourrons écrire a= s — d , $—s-\-d; d sera la seule quantité variable 
dans a et JS, et nous aurons aj^s 1 — d*(*). Il résulte de là que le produits^ 


(') C’est-à-dire de même signe que le premier terme du trinôme ox»-f 6x+c. 
(**) Ces termes ou symboles, ®, l’infini, nombre infiniment grand , signi- 
fient un nombre plus grand que tout nombre assignable. 

(*) L’égalité a{l = s 2 — d* donne j*=ap-(-d a , laquelle prouve que si le pro- 
duit «3 est constant, la somme *=b-)- 3 est la plus petite possible quand 

j 

d = - (* — p) = 0 , c’est-à-dire quand a~ (i. 


* 
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est le plus arand possible quand d=0, c'est-à-dire quand p=s; lors dune 
que, x prenant différentes valeurs de x' à %", x — x' ou a varie de 0 à s, 
le produit ap ou ( x — x 1 ) [x" — x) augmente et atteint son maximum 

(x"— x')* , . x" — x’ 


4 


quand x — x' — s = 


c’est - à - dire , quand 


x" 4- x' b x” -f- x' 

x— — - — — — — . Lorsque x varie ensuite de — - — à x", a varie de s 

à 2s=x" — x', et le produit diminue de s* à 0. On volt ce qui arrive pour le 
trinôme proposé a[x — x*) (x — x"). 

3* période , de x=x" àï = +». Tous les nombres de cette période étant 
plus grands que x' et x", les facteurs x — x', x' —x" restent constamment po- 
sitifs; par suite, le produit {x — x’) ( x — x") reste positif, et le trinôme proposé 
de même signe que a. 

Quant aux valeurs absolues , si nous posons x — x'=a nombre positif, 
x — x"=$ nombre positif, on voit que a, p croissent indéfiniment et arrivent 
à dépasser toute limite; il en est donc de même du produit (x — x') (x — x"), 
et par suite du trinyme égal à o(x— x') {x —x"). 

2* cas. Les racines de l’équation ax , -{-bx + c= 0 sont réelles et égales; alors 
ax s -f- bx + c=o(x— x 1 )!. 

x — x' est négatif, quand on considère les valeurs de x qui précèdent x', et 
positif, quand on considère celles qui suivent; mais dans ces deux périodes 
(x—x’)* est constamment positif, et a(x—x')' de même signe que a. 

Quant aux valeurs absolues , elles décroissent depuis un nombre infiniment 
grand jusqu’à 0 durant la 1” période indiquée, et croissent dans la 2* de 0 à un 
nombre infiniment grand. Dans la 2* période on obtient les mêmes valeurs que 
dans la 1”, mais dans un ordre inverse. 

3* cas. Les racines de l’équation ax*-f- bx-j-c=0 sont imaginaires. 

Écrivons ax* -f bx -f e = a fx* + -x+-^ = a (x s -f px+ q), si on pose 
v a aj 

b c br c 

- = p , - —q. Dans notre hvpotlièse— ou — — q est négatif. 

a a la* a 1 


Le trinôme x ! -f p.r + q 




+9- 


Jt 

4 ’ 

6 V, 


. b , e f , b V , c b* 

! + - x H — = { x + — ) H —t. 

a a \ 2a J a 4 a* 


(0 


La 1" partie I x + 


b V 

— , variable avec x, reste toujours positive, et a pour plus 
2 a / 

b c b» 

petite valeur 0, quand x = — — ; la partie constante - — — est positive par 

hypothèse; il résulte de là que le trinôme (1) en question reste constam- . 

b b 

ment positif, quand x varie de — oc à — — , puis de — — à +• « ; le trinôme 

ox* + bx+ c conserve toujours le signe de a, c'est-à-dire , le signe de son pre- 
, b c 

mier terme. Durant la 1” période, la valeur absolue du trinôme *’ -f -x + - 


Digitized by Google 



k' 


PROBLÈMES DU 2' DEGRÉ. DISCUSSION. 187 

V 

c b* b 

varie depuis une valeur infiniment grande jusqu’à - — pour i= — — , et 

durant la 2* période , de cette dernière valeur à une valeur infiniment grande. 
Les valeurs de la 2' période sont les mêmes que celles de la r*, obtenues dans 
un ordre inverse. La même chose a lieu pour le trinôme ax* + bx + c , quant 
aux valeurs absolues , sauf la multiplication par a. 

Le mode de discussion qui précède s'applique à toute quantité à une seule 
variable susceptible d’être ainsi décomposée en facteurs du 1" degré relative- 
ment à cette variable. 

182 . 8* problème. Déterminer les côtés d'un triangle rectangle connaissant 
son périmètre 2p et sa surface m’. 

Si nous désignons par x et y les côtés de l’angle droit, par s l'hypoténuse, 
nous avons immédiatement les équations 

*+î/ + £ = 2î> (1), xy — 2m- (2), et x* + y* — i* (3). 


L'équation (1) donne x + y = 2p — puis x' + y 8 + 2xy = 4p’ — 4 ps + î« ; 
cette dernière équation en vertu de (2) et de (31 équivaut à celle-ci : + 4m’ = 

4p* — 4 pi + x*, ou 4p* — \ps = 4m’, ou encore p* — pt—m de celle-ci on 
déduit immédiatement : 


p’ — m* 
V 


(♦) 


Si nous mettons cette valeur de s dans l’équation (I) ainsi écrite : £+!/= 
2p — t , nous aurons pour trouver x et y les deux équations 


p’ + m a 

* + y = — - — . xy - 2ms, 


Loû il résulte, d’après le 4 e problème précédemment traité, que x al y sont 
deux racines de l’équation suivante : 


X *_Pi±^X+2«’=0. 


( 5 ) 


Par conséquent, toutes réductions faites, on a : 

p’-f m 2 + l/p’ + m 4 — 8p*m* 


2P 


V = 


p’ + m’ — l/p 1 + m 1 - Gp’m 2 


2p 


(6) 

(D 


Discussion. La valeur de s est toujours réelle; mais, d’après la nature du 
problème, elle doit être essentiellement positive; il ne peut donc y avoir de 
solution qu’au tant qu’on donnera p’ > m* (égalité (4)). 

Quand les valeurs de a; et de y seront réelles , elles seront nécessairement 
positives, car le terme connu 2m’ de l’équation (5) est positif, et le coefficient 
de x est négatif. D’ailleurs ni x ni y ne sera nul quand 2m* ne le sera pas ; 
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cette condition essentielle que x et y aient des valeurs positives étant remplie 
quand x et y ont des valeurs réelles, ne nous occupons que des valeurs que 
doivent avoir les quantités p et m 3 pour que les racines * et y soient réelles, 
m* n’étant pas nul (on ne peut donner m s =0). Pour que a: et y soient réels , il 
faut et il suffit que l’on ait + — 6p , m*>0 ou égal à 0. Nous pouvons 

regarder p* + m l — Bp’m 3 comme un trinôme du deuxième degré par rapport à 
p s , et le décomposer en deux facteurs du premier degré , comme nous l’avons 
montré (n® 82). L’équation p* m^—Gp'm*— 0 conduit à écrire p* + m l — (ip’m* 
— [ p a _ m s ( 3 + 2 y 2) ] fp« _ m* (3 — 2 V 2) ]. 

Nous sommes dans le premier cas de la discussion précédente ; les racines 
de l’équation du deuxième degré en p* sont réelles et inégales. Le trinôme sera 
positif si on reste en dci;à des deux racines x' et x", ou si on va au delà des 

deux, c’est-à-dire, si on prend p 5 < m s (3 — 2I/2) , ou p* >m , (3-t-2V // 2)î 

m s (.3 — 2 V'IÎ) est une quantité moindre que m 3 ; on ne peut remplir la con- 
dition nécessaire , p ! > m* déjà inscrite plus haut , en même temps que 

celle-ci : p 3 <m 3 ( 3 — 2 l/i) ; il faut donc rejeter les cas où l’on aurait 
p 3 < m 3 (3— 2I/2) • Pour que le problème soit possible, il faut et il suffit que 

p 3 ne soit pas moindre que m 3 (3 + 2 1/5) ; cette condition vérifiée, onatou- 
jours p 3 >m 3 . Ainsi la plus petite valeur que puisse avoir p 3 pour que le pro- 
blème soit possible, c’est p 3 = m 3 ( 3 + 2I/2) ; alors le radical est nul, a; et y 
sont égaux ; le triangle dont on s’occupe est isocèle. 

Nous avons cru utile de donner cet exemple de discussion des problèmes 
géométriques conduisant à des équatious du deuxième degré. 


PROBLÈMES RELATIFS AUX MAXIMUM ET MINIMUM RÉSOLUS 
PAR LES ÉQUATIONS DU DEUXIÈME DEGRÉ. 

• 

185. Dans la discussion des valeurs du trinôme ax î + bx-\-c, 
on a pu voir (1 er cas) que les valeurs négatives du produit ( x — x') 
x {x 1 ' — x) ne pouvaient dépasser en valeur absolue une certaine 
limite; on a pu voir aussi (3 e cas) que les valeurs du trinôme , 

, . b , c . . c b* 

x* 4- - x -1 — , 11 e pouvaient descendre au-dessous de — . 

a 1 a a lia 

Dans le dernier problème , on a vu de même que p 1 ne pouvait 
être inférieur à »i J (3 -|- 21/2); ces limites supérieures et infé- 
rieures de quantités variant dans des conditions déterminées sont 
ce qu’on appelle des valeurs maximum et minimum desdites 
quantités variables On peut, à l’aide des équations du deuxième 
degré , résoudre un certain nombre de questions relatives à ces 
valeurs maximum et minimum. 


Digitized by Google 



MAXIMUM ET MINIMUM. 


189 


184. Problème. Trouver le maximum du produit xy de deux 
nombres liés entre eux par la relation x-f- y= a (1) ; autrement 
dit : partager une somme donnée a en deux parties dont le produit 
soit le plus grand possible. 

Supposons que le produit xy soit égal à un nombre donné p , 
et proposons-nous de trouver deux nombres x et y , tels que 
x + y = a , xy = p. C’est le 4' problème du n° 179 ; on a trouvé 
facilement : • 



Ces formules montrent immédiatement que l’on trouvera des 

valeurs réelles de x et de y tant que le produit p sera plus petit 

a' a* 

que — , et encore lorsqu’on aura p = — ; mais on n’en trou- 

a* 

vera plus quand p sera plus grand que — . On conclut de là 


que la plus grande valeur du produit p de deux nombres dont la 
somme est constante, est le carré de la moitié de cette somme. 

a' a 

Quand p a sa valeur maximum , — , x — y ■= - , et réciproque- 
ment. De ! à ce théorème : 

Pour partager un nombre donné en deux parties dont le produit 
soit le plus grand possible , il suffit de le diviser en deux parties 
égales. 

Supposons maintenant que dans les formules ci-dessus ce soit 
p qui soit fixe et a variable. Peut-on regarder un nombre a 
quelconque comme la somme de deux nombres x et y dont le 
produit serait un nombre donné p? 

Le nombre a étant supposé connu aussi bien que p , on ré- 
sout la question comme précédemment, et on arrive aux for- 
mules (a) ; celles-ci nous apprennent qu’on aura des valeurs 


réelles de x et de y tant que — surpassera p , et encore lorsque 
à 1 

— sera égal à p, mais qu’on n’en aura plus si on se donne une 


somme a telle que - soit inférieur à p. Ainsi la plus petite va- 
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o 3 a 

leur de — , le minimum de — = p ; le minimum de a 1 — hp , et 

celui de a — \/l\p = 2j//> ; quand a a cette valeur minimum 
x = y = | = \/p. De là ce théorème : 


Pour décomposer un produit donné en deux facteurs dont la 
somme soit la plus petite possible , il su/fit de le décomposer en deux 
facteurs égaux , d’en extraire la racine carrée. 

On voit déjà dans cette première question comment la résolu- 
tion d’une équation du deuxième degré peut faire connaître le 
maximum ou le minimum d’une quantité qui varie dans des con- 
ditions déterminées. 


Trouver le maximum ou le minimum de 5 a;’ — 33 a: — 8. 

On écrit 5a:’— 33a;— 8 — y , et on résout cette équation 
comme si y était donné. 


5a:’ — 33a: — (8 -f y) = 0. 


33 ±\/33’ — U X 5 X (8 +ÿ) 
— 10 


ou x — 


33 rfc 1089 — 160 — 20// _ 33 ± 1 / 929— 20y 


10 


10 


Comme on ne donne à x que des valeurs réelles dans 5a;’ — 
33a: — 8, y doit être tel, que la précédente valeur de x soit 
réelle ; ce qui exige que 929 — 20y ne soit pas négatif ; par con- 
séquent, qne 20ÿ ne surpasse pas 929; 20ÿ peut être tout au plus 
égal à 929 ; donc la plus grande valeur que puisse avoir y, c’est 
929 

— : c’est là le maximum cherché. 

20 

Sx'— 23x+7 
Trouver le maximum de — — — • 

93# 7 . 

On pose — = y , et on résout , y étant supposé 

connu ; on a l’équation (8 — hy)x' — 23a; — 7 = 0; d’où 


23±:l / 23’-f-28 X (8 — hy) _ 23±\/ 753 — 112y 
16 — Sy ~ 16 — Sy 
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Pour que x soit réel, 112i/ doit être au plus égal à 753 , et y au 
753 

plus égal à ; c’est le maximum demandé. 


En général , on désigne par une lettre la valeur de l’expression 
dont il faut trouver le maximum ou le minimum ; on écrit que 
l’expression a cette valeur, et on cherche à déterminerla variable, x, 
considérée comme inconnue. Quand on doit , pour cela , résoudre 
une équation du second degré , on exprime que la quantité sous 
le radical ne peut être négative ; de là des inégalités s’arrêtant , à 
la limite, à une égalité qui détermine le maximum ou le minimum. 

Nous allons appliquer cette règle générale à quelques questions 
usuelles. 

185. Problème. Trouver le maximum du produit xy de deux 
nombres liés entre eux par la relation, a : h = x h —y ; a et h étant 
des quantités données. (Rectangle maximum inscrit dans un triangle. ) 

L’équation précédente donne : 


Xsss a(h-y) 


et par suite xy = 


«(ft — y)y 

h 


( 1 ) 


a 

Le facteur - ne variant pas avec y , le maximum de notre pro- 
duit correspondra au maximum du produit plus simple (h — y)y. 
Mais les deux facteurs de ce produit donnent une somme con- 
stante, h, quel que soit y ; nous rentrons dans la question précé- 
dente : le produit (A — y)y sera maximum pour h — y — y, ou 

iy = ^ ; la valeur de y étant connue, on en déduit celle de xy , 
d’après l’égalité (1). 

Problème. Trouver le maximum du produit xy quand x et y 
sont liés par la relation x" -f- y'= r’; r est une quantité donnée. 
(Rectangle maximum inscrit dans un cercle donné, ou surface con- 
vexe maximum du cylindre inscrit dans une sphère.) 

Le produit xy aura son maximum en même temps que son carré 
(*) ; or x 3 et >f sont deux nombres dont la somme est con- 


(') Quand on veut se débarrasser d’un radical carré dans la recherche des 
maximums et minimums , il est souvent très-commode d’élever au carré les 
quantités considérées , par application de cette proposition évidente : Les va- 
leurs absolues d’une quantité et de son carré atteignent en même temps leurs 
maximum ou 2eurt minimum. 
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stante et égale à r‘ ; le produit x'y' sera le plus grand possible 

1 

quand on aura x =y‘ — - r . 

La question se trouve ainsi résolue. On connaît le maximum du 
1 

produit xy = - r\ et les valeurs correspondantes de a: et y. 

J* •' 


186. Problème. Trouver le maximum du produit x’y, x et y 

étant liés par la relation x : y = r : \/ y (y — 2r) , r étant une 
quantité donnée. 

(Cône minimum circonscrit à une sphère donnée.) 

Ayant élevé les membres de l’égalité au carré, on en dé- 
duit : 


x — 


r'y 

Î/Cy— 2 r)’ 


et par suite , x'y = 


ry 


2 r 


Il faut déterminer y de telle sorte que la quantité 

ry 


r V 


soit 


la plus grande possible. On pose 


y — 2r 
= m ; puis, regardant ni 


V — 2r 

comme donné , on cherche à trouver y. Pour cela , il faut ré- 
soudre l’équation r’y’ — my + 2rm = 0, laquelle conduit au ré- 


sultat y 


m 


± V — 8 r'm m + \/m{m — 8r 5 ) 


2 r* 


2r ï 


D’après ces formules, on voit que y sera réel tant que m sur- 
passera 8r 9 , et encore, lorsque l’on aura m = 8r 3 ; m = 8r’ est la 

2r’ 

valeur minimum cherchée. Quant m a cette valeur, y = — = 


8r» 

2 ? 


= Ur. 


187- Problème. Trouver le maximum des valeurs positives de la quantité 
2xy -px*, x et y étant liés par la relation x*+y*=r> (maximum de la surface 
totale d’un cylindre inscrit dans une sphère donnée). 

On pose 2xy + x*— m, ei on y joint x* + y' — r 1 . 


La première égalité donne y = 


m — ** 

■ix 


; cette valeur étant portée dans la se- 


conde, on obtient .t* + 


jn — i ! ) i 
ix* 


Remarquant que x n'entre qu’au carré 
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dans cette équation , on pose **=*; ce qui donne x + '—^-— — r*, d'où 4**4- 

m’— 2mx+i , =4r*s,oubien 5ï*~ 2,n» + 2r*)ï + m*r=0. Cette équation ré- 
solue donne • 

_ m + 2r* ± \/ (m + 2r*l* — 5 m' 

- — 

m + 2r*± m a + r*m 4- r*) * 

5 


La valeur de x=x* doit être positive et réelle; on voit que si on ne prend 
que des valeurs positives de m comme on l’a demandé, x sera positif dès qu’il 
sera réel. Examinons donc quelles sont les valeurs de m qui correspondent à 
deB valeurs réelles de s; pour cela, égalons à 0 le trinôme sous le radical, afin 
de le décomposer en facteurs simples du premier degré, en m, posons —m’ + 
rSffi-f r*= 0 , ou m’ — r%i — r*=0. Celte dernière équation a pour racines 
m'= t/2r*;i + U' / 6), — m"= 1/2 r 5 : 1 — 1/ 5), m" étant égalé l/2r , ([/ x 5—1). 
On sait que m* — r’m — r i = (m — m') (m Par suite, m 1 4- r*m + r* = . 

(m'— wi) (m m") ; nous pouvons donc écrire : 

_ m + 2r* 1/ 4(m' — m) ( m + m") 


On voit de suite que les valeurs réelles de x correspondant seulement aux 
valeurs positives de m plus petites que m\ et à m — m' ; quand m est plus grand 
que m', x n’est pas réel. On conclut de là que le maximum de l’expression 


m=2xy+i\ quand a^+t/^r'est m'=l/2r*(l + l/ 2 ). L’expression a cette 


valeur maximum quand ï ou r’ = 


’ + 2r« r» '5 + 1^5) 


; pour m = m', le 


radical de la valeur de x est annulé (”). 


(*) On voit assez ce qu’il y a à faire dans les différents cas qui se présentent 
lors de la résolution des équations du 2* degré, dont les termes renferment la 
quantité m. La quantité renfermant m sous le radical est, au plus, du 2* degré 
en m; c’est, en général, un binôme ou un trinôme en m-, quand c’est un binôme, 
la question s’achève facilement; on a l’un des cas indiqués dans les problèmes 
précédents, ( 1 9 1 et 1 92, 2* problème) ; quand c’est un trinôme, on le décompose 
en facteurs en s’y prenant comme nous venons de le faire. L’équation en m qui 
se présente alors peut avoir ses racines réelles et inégales, réelles et égales, 
imaginaires. 


Dans le premier cas, le trinôme sous le radical, que nous désignerons par 
Am* + Bn* + C , peut se mettre sous la forme A(m — m') (m — m’’) ; dans le se- 
cond, sous la forme A [m — m')*; dans le troisième, sous celle-ci : 


[(” + 


b y 

2aJ ^ 


B» 1 C B* 

4A*J’ A 4A* 


étant positif. 


Pour le premier cas , A , m' et m" étant des valeurs connues on voit fari- 


13 
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Problème à résoudre. De tous les triangles rectangles de même périmètre 
guel est celui gui a la plus petite surface? 

188. Voici des propositions très-utiles dans les applications, et qui se ratta- 
chent à la première question traitée n° 184 , dont elles sont des conséquences. 

Théorème. Pour partager un nombre donné a en n parités telles, que leur 
produit soit un maximum (n étant quelconque) , il suffit de diviser ce nombre 
a en n parties égales. 

Supposons , pour fixer les idées, n — 4. Par exemple , on demande le maxi- 
mum du produit xyst, quand x+y + x + t=ca. ' 

D’abord un pareil produit doit avoir un maximum , car il ne peut évidemment 
surpasser aXaXaX« = a*. Nous allons prouver qu’on peut arriver à 
augmenter ce produit tant que ses quatre facteurs ne sont pas égaux entre 
eux. Soit x’ + y 1 + x' + t' = a , et P > y'; on peut trouver un produit plus 
grand quel' y' x' I', et remplissant la condition x + y + x + I=a ; il su dit pour 
t? -p y’ ** + y' 

cela de remplacer ** et y* par — j- 2 - et — 

/x'-f-u'v f x? 4- y' \ 

D’abord le produit [ — ~~ J f — ^- 2 - I x’ t' remplit la condition pro- 
posée ; car les facteurs ont pour somme x! + y' -|- x’ 4- f = a. Maintenant 

( sé f x' + t/'\ 

— — — J X ( ■ ■ ■ J est plus grand que x' y' ; car la somme des facteurs 

est la même de part et d’autre pour ces produits de deux facteurs , et chacun 
des facteurs du premier est égal à la moitié de cette somme ( problème du 

n° 18*). De l’inégalilé ( 

(H*) - - 

d’augmenter, et cela ne pouvant avoiT lieu, tant que les quatre facteurs ne 
sont pas égaux entre eux, ce produit atteint sa valeur maximum quand 
x — y = x = t. 

189 Le produit x" y m est maximum pour la condition x + y = a quand on 


> x’ y' , on déduit celle - ci : 
> *' y' x’ t'i le produit xyxt devant cesser 


lement qu’elles sont les valeurs de m qui correspondent à une valeur positive 
du produit A (m - m’) (m— m"). Si A est positif, par exemple, on voit que 
les valeurs positives du produit correspondent aux valeurs de m plus petites 
que m' et plus grandes que m", c’est-à-dire que les valeurs de m se partagent 
en deux séries, l’une allant de m— — oc à m = m', l’autre de m=m" jusqu’à 
m — - 1 - « ; m’, limite supérieure des valeurs de la première série, est dite une 
valeur maximum ; m", limite inférieure des valeurs de la seconde série, est une 
valeur minimum. Si A est négatif, m doit être compris entre m’ et m" ; il ne 
doit pas descendre au-dessous de m' ni surpasser m"; m' est une valeur mini- 
mum et m" une valeur maximum. 

Dans le deuxième et le troisième cas, il n’y a ni maximum ni minimum de m. 
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a x : y — m : n , c’est-à-dire , quand on a partage la somme a en deux parties 
proportionnelles aux exposants m et n. 

Pour le prouver, on observe que le maximum de x m y", et celui du produit 
y n 

mm nn , ont lieu pour les mêmes valeurs de x et de y. Cela posé , on remarque 

x m y n x x vu 

que, — -=-X- .... 2 X- .... 

m m n" m m n n 

X 

Dans ce produit, il y a m facteurs du premier degré égaux à — , et dont la 

m 

x y y 

somme égale m fois *-=:*, n facteurs - ayant pour somme n - = y ; de 

m *• 1 n n 

sorte que la somme des m + n facteurs de ce dernier produit égale x + y = a. 

En vertu de la proposition précédente, ce. produit sera maximum quand tous 

x y 

ses facteurs seront égaux, c’est-à-dire quand on aura — = -, ou x:y=m:n. 

m n 

ce qui démontre notre proposition. On trouve d’ailleurs facilement x et y, car 
l'égalité précédente conduit à celle-ci : x + y ou a \ x —m n : n. 

190. Application. Trouver le maximum du produit x V x* +y* , 
quand x* = 2ry — y 1 (1) (r est une quantité donnée). ( Maximum de la surface 
convexe d’un cône inscrit dans une sphère donnée.) 

Le maximum de a; V x* -f y J aura lieu en même temps que celui de son 
carré x* (x 1 + yj). 

L’égalité (1) donne x* + y* = 2ry; par suite x* (x* -f y*) = (2ry — y') 
•iry = 2ry‘ (2r— y). 

2r étant une quantité constante , il faut trouver le maximum du produit 
y* (2r — y). Remarquant , qu’abstraction faite de l’exposant du premier fac- 
teur, la somme y + (2r — y) des deux facteurs est égale à 2r , on conclut , en 
posant 2r — y = X, ou y -f x — 2r , que notre produit y*x' est dans le cas de 
.r" y" pour x + y = a. Pour le maximum, on choisira donc y et s tels que 

4f 8r* 

y:x::2:l; d’où y 4- t ou 2r:y ::3:2; ce qui donne y = — , puis x* = — . 

191. 2* application. Maximum de l’expression x’y quand on a x* — 
îry — y* (1). (Cône maximum inscrit dans une sphère donnée.) 

A cause de l’équation (t), x*y = (2ry — y*)y = (2r — y)y* , on retrouve 
l’expression traitée, en dernier lieu; on achève comme précédemment. 

3' application. Maximum du produit xy quand xS — 2ry — y*. 

(Triangle isocèle maximum inscrit dans un cercle donné.) 
xij aura son maximum en même temps que x'y*. Mais jîy* = (2ry — y*)y* = 
(2r — y)y a ; posons 2r — y — i-, y*(2r — y) = y l s , et y + x = 2r. On choisira 

6f* 3 f 

donc y et * tels que y : x :: 3 : 1 ; d’où y 4- s ou 2r : y : 3; y= — =— . 
Ayant y, on a * , puis xy (*). 

(*) On peut , à un point de vue plus général , se proposer de trouver le maxi- 
mum ou le minimum de x”*y" , pour toutes les valeurs entières, positives ou 


1 

» 

\ 
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Appendice aux équations du 2 ' degré et bicarrées. 

192 . Transformation d’expressions telles que 1 / a + J/ b en expressions de 
la forme \/ x + l/y. 

Les racines d’une équation bicarrée à coefficients rationnels se présentent 

sous la forme 1 / a + 1 /b. Quand \/ b n’est pas un carré parfait, on préfère, 
pour l’évaluation des racines, les avoir, s’il est possible, exprimées par deux 

radicaux séparés, sous cette forme l/i-j-l /ÿ, x et y étant des nombres 
commensurables (*). Nous allons voir dans quel cas cela est possible, et trou- 
ver le mode de transformation. 


négatives, des exposants m et «, quand x et y doivent remplir l’une des con- 
ditions x + y — a, ou x — y — a ; cela est très-facile quand on s’appuie sur le 
cas que nous avons traité. 

^ J n , dans l’hypothèse x + y — a. ne peut avoir qu’un mini- 
mum, lequel correspond au maximum dex’ny*. 
xm 

imy—n — — quand x + y = a n’a ni maximum ni minimum. 

y» 


Quand or croit de 0 à a, y décroit de a à 0 , et le quotient considéré augmente 
en passant par tous les états de grandeur depuis 0 jusqu’à 4- « • 

Soit à considérer xmyn quand x — y =a, oui=n-t-y; x augmentant, 
y augmente ; le produit passe par tous les états de grandeur de O à « ; il n’y a 
ni maximum ni minimum De même pour x-my- *. 

Considérons le quotient i- quand x — y — a. 


Supposons m < n, n = m + p. 


Un y m y» \ y J \y) \ y) \y / \a y) \yj 

On partagera - en parties proportionnelles à m et p; - sera la deuxième 
partie; on déduira de Ut y, puis x. 
x m 

— ; y=xx—a, et m >n. 

yn 

xm yn yn 

— = 1 il résulte de ce qui précède que — sera maximum, et, par 

yn xm X m ' 

xm 1 

suite, — minimum, quand, ayant divisé - en deux parties proportionnelles 
ii n et m — n; on prendra la deuxième partie pour valeur de -. 


Dans les autres cas non indiqués, il n’y a pas de valeur positive maximum 
ou minimum ; nous ne nous en occuperons pas. 

(*) Cela est plus commode pour le calcul des racines par approximation, lnrs- 
qnelies ne sont pas commensurables. 
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TRANSFORMATION DE l / a +[/ b. 

Posons l // a + V^~jc+ l/ÿ. 

Élevons au carré; nous aurons a + \y^b=x + y + 2 l/ïÿ. 

Quels que soient x et y , on est sûr d’avance que \/ xij n’est ni zéro ni un 
nombre commensurable ; car, si l’un de ces deux cas arrivait, le deuxième 
membre de la deuxième égalité serait commensurable , tandis que le premier 

ne l’est pas. De cette deuxième égalité on déduit l/'b=(x+y— a) + 2\/^cÿ. 
En élevant au carré , nous trouvons : 


197 

(1) 

( 2 ) 


& — (* + V — <s)*+ \xy + 4 (* — y — a) J/ xy. (3) 

_ Le premier membre de cette égalité étant commensurable , le deuxième doit 
l’étre ; or il ne peut l’être que si on peut choisir x et y tels que l’on ait 
x+y — a=0, et par suite , pour que l’égalité (3) soit complètement vérifiée . 
& = 4*y. Nous pouvons ainsi écrire ces deux égalités : 

i 6 

x + y=a, xy — -. 

4 


Nous voyons ainsi que x et y sont les racines de l’équation du deuxième degré 

X»-aX+£= o. 

4 

> 

Par suite , *=“-* \/^, y = |- 

Pour que x et y soient commcn.üirables , il faut et il suffit que a’— b toit ur> 
earri parfait. Supposons-le et posons a* — 6 = c*. 

V / a *~ b « 

V 4 ~2’ 


Par suite 


a 4-c a — c 

T - ’ ÿ = — ’ 


et 


dit. 


i/rTi7î=Y/î±î + y/«-=i. 

Ex. : transformer ^ 1 + 1^21 en deux radicaux séparés comme il 
Dans cet exemple, a-7, b = 24, o*-6 = 49-24=2i = e*j doncc=S. 

1/7 +»/24 = + = l/e + l / t - 1 + vï 


a été 
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Reprenons la formule générale 

V P* P* P* 

Nous avons ici o=— - , b= -j — g; par suite a*— b= — — — -f ? = 1 ; 

p et g étant rationnels, il suffit dont que q soit un carré parfait pour que 
chaque racine de l’équation bicarrée soit susceptible d’être exprimée par deux 

radicaux séparés, tels que 1/ x, l/y, indiqués plus haut. 

193. Mais si on fait le raisonnement et le calcul ci-dessus pour chacune 
des quatre racines , on arrive pour toutes les quatre à la meme conclusion ; 
cela tient aux deux élévations au carré qui se font; c’est ce qu’on vérifie en 

opérant sur V a . — »/ b , — I /a + Vb, — l/a - f/b , comme on a fait plus 
haut sur l/a + l/b. Il est facile do voir que les résultats de ces transforma- 
tions doivent se distinguer par les signes de l/r et de l/y, autrement de 

\ /o+ e \ / a — c 
V 2 ’ V 2 

Le calcul étant terminé, si l’on remonté à l'égalité (2), on remarque que x+y 
étant égal à a , on a l/b identiquement égal à 2l/ïÿ. Le signe de 2l/rÿ doit 
donc être celui de t/b; mais il/xÿ est le double produit de l/r et l/ÿ de 
l’égalité (1). Si l/b" ou 2l/cÿ est positif, (/F et l/ÿ doivent être de même 
signe; si l/b est négatif, et par suite l/ry , l/r et l/ÿ doivent être de signes 
contraires. 

De- plus, d’après l’égalité \/a + ^b=[/7+ 1/ ÿT V/a + Kb est une 

somme algébrique de deux termes , l/r et 1//, si oette somme l/a ± J/b 
est précédée du signe 4- , ces deux termes doivent l’être, ou au moins un d’eux, le 

plus grand. Si I/o ±. 1/b est une quantité négative, les radicaux l/r et l/ÿ 
doivent être tous deux négatifs ; ou bien ifn (l’eux au moins, le plus grand. 

Applications : 

, 13a* — 16 = 0; —±\/ - 16 ; 

« = î^; b = ^P— fS, A*— 6=i 19; 

2 \ 
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TRANSFORMATION DE V a-\-[/b- 
Les quatre racines sont : 



Remarquons, en terminant, qu’en vertu des égalités x + y — a, 4 xy = b, 
les valeurs trouvées de x et y vérifient identiquement l’équation (2), et par 
suite l’équation (1); quel que soit a*— b, que ce soit un nombre commensu- 
rablc ou incommensurable, on n’en a pas moins : 
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CHAPITRE IV. 

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 


DES PROGRESSIONS ARITHMÉTIQUES, OU PAR DIFFÉRENCE. 

194. On appelle progression arithmétique, ou progres- 
sion par différence, une suite de nombres tels, que chacun d’eux 
surpasse celui qui le précède immédiatement, ou ert est surpassé , 
d’un nombre constant qu’on appelle raison de la progression. 

Une progression arithmétique s’écrit ainsi : -î5. 7.9.11. 13.15, et 
se lit de cette manière : 5 est à 7, par différence, comme 7 est à 9, 
comme 9 est à 11 , etc. ; ou par abréviation : 5 est à 7 par diffé- 
rence, est à 9, est à 11 , etc. 

Une progression arithmétique est croissante , lorsque ses termes 
vont en croissant; décroissante dans le cas contraire. Une progres- 
sion doit être constamment croissante , ou constamment décrois- 
sante. 

La raison d’une progression arithmétique s’évalue en retran- 
chant un terme quelconque du suivant , si la progression est crois- 
sante, et en retranchant un terme quelconque du précédent, si 
la progression est décroissante. 

195. Dans toute progression arithmétique croissante , un terme 
de rang quelconque est égal au premier terme , plus autant de fois 
la raison qu’il y a de termes avant lui. 

Soit la progression: a.b.c.d.e....l , dont nous désignerons la 
raison par r, / étant le n terme. 
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Par définition : 

2' ternie 6=a-f r 

3* terme c=b-\-r=a-\-r -j-r=a-|-2r 
4' terme d=c+r=a-f-2r-fr=a-(-3r 
5* terme e=d-|-r=o-)-3r-f r=a+4r 
etc. 

Chaque terme est égal au premier, plus autant de fols la rai- 
son qu’il y a de termes avant lui; c’est ce qu’il fallait prouver. Le 
terme / en a n — 1 avant lui ; l=a-\- [n — 1) r. (1). C’est une for- 
mule. 

Dans toute progression arithmétique décroissante , un terme de 
rang quelconque, 1 , est égal au premier terme diminué d'autant de 
fois la raison qu'il y a de termes avant lui. 

Soit la progression : a.b.c.d.e....l; a étant plus grand que b. 

Soit r la raison. 

2' terme b=a — r 

3' terme c=4 — r—a— r — r— a — 2r 
4 e terme d—c — r=a— 2r— r=a — 3r 
etc. 

l—a — (n — l)r. (2) 


Ex. : Soit la progression : 3,7.11 

On demande le 60' terme de cette progression, appelons-le l; 
1= 3+59x4=3+236=239. 

196. 1 er problème. Insérer m moyens arithmétiques entre deux 
nombres a et 1. 

•Cela veut dire : former une progression arithmétique dont a et 1 
soient les extrêmes , et telle qu'il y ait m termes entre ces deux-là. 

Si on connaissait la raison , il serait facile de former la pro- 
gression demandée. 

Supposons celte raison connue , et appelons-la r. La progres- 
sion , une fois formée , aura m -f- 2 termes , et l en aura m -f- 1 
avant lui; par conséquent l — a- J- (m-)-l(r ; d'où l— m=(m+l)r. 


l — a 

et r = — , (3), c’est-à-dire que la raison est égale à la: différence 

des deux nombres donnés , divisée par le nombre des moyens à in- 
sérer, plus un. 
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Kx. : Insérer 58 moyens arithmétiques entre 3 et 239. Nous 
aurons 239 = 3-)- 59 X r; d’où 59xr=239 — 3 =236, ou enfin 

236 

r_ 59 ~~ U ' 

a — l 

Si l était moindre que a , on aurait r= r, même règle; seu- 

m-f-1 

lementon retrancherait la raison de a, puis des termes successifs, 
jusqu’à l. 

197. Si entre tous les termes d'une progression arithmétique 
considérés deux à deux, on insère partout le même nombre de 
moyens, la suite ainsi obtenue est une nouvelle progression. 

Prenons pour exemple la progression £3.7.11. 15... , et sup- 
posons qu’on insère m termes entre deux termes consécutifs 
quelconques. De 3 à 7 on formera une progression dont la raison 

7 _____ g ‘ || •y 

r = — — ; de 7 à 11 la raison sera - — — ; de 11 à 15 la raison 


m-j-1 
15 — 11 


m -\- 1 

sera — — . Toutes ces raisons sont égales , puisque 7 — 3 = 

m -j- 1 

11 — 7 = 15 — 11 , etc. En insérant les moyens , on aura donc 
une nouvelle progression. 


t 3.3 — j— r*. 3 — 2r. ... 7.7 -j- r.7 -(- 2r.... 11.11 -j-r, etc. 

198. Dans toute progression arithmétique, la somme de deux 
termes à égale distance des extrêmes est égale à la somme des ex- 
trêmes. 

Considérons dans une progression, dont le premier termé esta 
et le dernier l , un terme , x , qui en a n avant lui , et un autre , 
y, qui en a h après lui ; je dis que x -f- y = a -f l. En effet , d’a- 
près le premier théorème , x = a -j- nt. Si l’on considère ensuite 
la progression donnée , à partir de y seulement , on trouvera <Jue 
y -j- nr = l ,■ ajoutant cette égalité avec la précédente, on trouve 
x-\-y nr — a nr 1 , ou x-\-y = a-\-l. 

199. Problème. Calculer ta somme des termes d'une progression 
arithmétique. 

Soit la progression f a.b.c.d.e.f.g.h.i. k. I. 

Il nous faut calculer S = a-(-64-c-j-d + e +/’+ g + * 4" 

k -f t. Nous ne changerons rien en écrivant , S = / 4- -j- » -f- -j- 
9 + f + e + d + c 4- b -f a. . 
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Ajoutant ces égalités, membre à membre, nous trouverons : 

2S = (a-{-/) -f- (Z>- f-ft) -f- (e-H) + •••• (H - ®) + (H - ^) + (H - *)* 


On a dans chaque parenthèse la somme de deux termes situés 
à égale distance des extrêmes ; chacune de ces sommes est égale 
à la somme des extrêmes. Or il y a autant de ces sommes par- 
tielles qu'il y a de termes dans la progression donnée. Si donc le 
nombre des termes est « , nous aurons 2S = (a-t-Zj répétée n fois, 

ou 2S = (a-j-Z) X n ; d’où S — x n 


Ex.: On demande la somme des 60 premiers termes de la pro- 
gression f 3 . 7 . 11 

Il nous faut connaître le dernier terme Z , qui en a 59 avant 
lui. La raison étant A, Z = 3 -f 59 x 1 = 239. Par suite 


S = 


(3 + 239) x 60 
2 


= 2A2 X 30 = 7260. 


Très-souvent on pose la question comme nous l’avons fait ; 
alors , pour se servir de la formule (U) , il faut calculer le der- 
nier terme Z. Nous allons déduire de (A) une autre formule qui 
donne la somme des termes d’une progression, quand on con- 
naît le premier terme , la raison , et le nombre des termes. 
Prenons la valeur Z = a-f (n— 1) r, et mettons cette valeur 

, , . , . . . „ (a-4-a-i-(n — l)r)n 

pour Z , dans la formule (A), il vient : S = - — — = 

Jt 

(2a-j-(w— l)r)n 

O ' '* 


En appliquant cette formule à notre exemple , elle donne im- 
(6+59xA)60 2A2X60 


médiatement S = 


= 2A2X30. 


Application. On demande la somme des n premiers nombres 
entiers à partir de 1. Ces nombres forment la progression arith- 

{1 4-n) n 

métique fl. 2. 3... n. On aura S = - — , en se servant de 

la formule (A), parce qu’on connaît immédiatement le dernier 
terme. 

On demande la somme des n premiers nombres impairs, à 
partir de 1 . Ces nombres forment une progression arithmétique 
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1.3. 5. 7... dont la raison est 

. „ (2-f(«— 1)2)n 

donne S = — ’ — 


COURS ü’ ALGÈBRE 
2 


Employons la formule (5), elle 
î + nx 2 — z)n 2 «xn 

2 — n. 


De là un théorème remarquable. La somme des n premiers 
nombres impairs consécutifs à partir de 1 , est égale au carré du 
nombre n de ces nombres impairs. 


PROGRESSIONS GÉOMÉTRIQUES. 


200. On appelle progression géométrique, ou progression par 
quotient, une suite de nombre tels, que chacun est égal à celui qui 
le précédé , multiplié par un nombre constant. Ce nombre constant 
s’appelle raison de la progression. 

Une progression géométrique s'écrit ainsi fî- 3 : 6 : 12 : 24 

et s’énonce de cette manière : 3 est à 6 par quotient comme 6 est 
à 12, comme 12 est à 24, etc 

Une progression géométrique est croissante quand la raison est 
plus grande que 1 ; car alors les termes vont en augmentant ; elle 
est décroissante dans le cas contraire. 

201. Théorème Un terme quelconque d'une progression géo- 
métrique est égal au premier terme , multiplié par la raison élevée 
à une puissance marquée par le nombre des termes qui précèdent 
celui que l’on co'nsidère. 

Soit la progression a: b : c : d: e I dont nous désigne- 

rons la raison par q; nous supposerons que l soit le n* terme. 

Par définition , nous aurons : 

Le 2 e terme , b = a xq 

Le 3' terme , c = b x q = a X q X q —aq* 

Le 4' terme, d = c x q — ax.q' xq=aq * 

Le 5 e terme, e = d x q—aq* x q=ax q'. 

L’exposant de q dans la valeur de chaque terme est évidemment 
égal au nombre des termes qui précèdent ce terme considéré. La 
proposition est donc démontrée ; son énoncé se trouve en abrégé 
dans la formule. 

l = aq n -' (1). 
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3:6:12...; 


Ex. : On demande le 5 e terme de la progression 
dans ce cas , l — 3 x 2‘ = 3 x 16 = 48. 

202. Problème. Insérer entre deux nombres a et 1 , m moyens 
géométriques ou proportionnels , c’est-à-dire former une progres- 
sion géométrique dont a et 1 soient les extrêmes, et dans laquelle il 
y ait m termes entre ceux-là. 

Il suffit de connaître la raison. Snpposons-la connue, et dési- 
gnons-la par q; d’après l'énoncé , la progression à former con- 
tiendra m + 2 termes; l en aura m -f- 1 avant lui; consé- 
quemment l = aq m+i ; on déduit de là q m+ ' = -, puis q — 
*+</— 


91 


C’est-à-dire que la raison s'obtient en divisant le dernier nom- 
bre 1 par le premier a , et extrayant du produit une racine d'un 
degré marqué par le nombre des moyens à insérer, plus un. 

Exemple : entre 3 et 48 on propose d’insérer trois moyens 


géométriques, on aura q 


=Vl=o 


l/lü = 2. On obtient 


ainsi la progression — 3 : 6 : 12 : 24 : 48. 

205. Si entre tous les termes d’une progression géométrique , 
considérés deux a deux , on insère partout le mime nombre de 
moyens géométriques, la série de tous les termes forme une nou- 
velle progression géométrique. 

Prenons pour exemple la progression 3 : 6 : 12 : 24 : 48... 
Supposons qu’entre les termes pris 2 et 2 on insère m moyens 
géométriques. De 3 à 6 , on formera une progression dont la 

m+l /g~ m+i 

raison sera q = \ / — ; de 6 à 12 ; la raison sera \ / — ; de 
" +I / 24 

12 à 24 , ce sera \ / -- , etc. ; Toutes ces raisons sont égales à 

la première q. En intercalant les termes intermédiaires de ces di- 
verses progressions partielles entre les termes de la progression 
donnée , pris 2 à 2 , ou obtient la série 

3 : 37 : 3 q' 3 q m : 6 : 6 q :[6 q' : 67’ 67” : 12 : 127 : 127% etc., 

qui est évidemment une progression géométrique. 
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/ 

-04. Problème. On propose de calculer la nomme des termes 
d'une progression par quotient. 

Considérons la progression fj a:b:c:d:e... »: h:l, dont la , 
raison est q. 

Il faut calculer la somme .s==a-j-6-}- c +^+"- +t+fc-H (*)• 

Multiplions la somme et toutes ses parties par le même nombre, 
q; nous aurons l’égalité : sq=aq-\-bq-\-cq-\-dq-\-...iq-\-hq-\-lq(*y, 
mais dans cette somme : aq=b, bq=c,... hq=l ; nous pouvons 
écrire sq—b -fc -j- / + H (21. Si nous retranchons de cette 

valeur la somme s , nous aurons sq — s=b-\-c-\-d... -\-l-\-lq—a — b 
— c—d — ... — h — /. Après réduction des termes à la fois ajoutés 
et retranchés, il vient sq—s=lq — a (3), ou bien ( q — 1) s—lq — a,- 
d’ou l'on déduit : 


Iq—a 

q — 1 


w n 


Si la progression a n termes, l=aq n 1 ; mettons , au lieu de l, 

la — a 

cette valeur dausla formule (4)8 = -^ — -- ; il viendra : 

q-l 

aq n ~'xq—a 

S — ~ ' 

q-\ 


ou bleu 


t 


aq n — a 
q—l 


(5). 


Appliquons cette formule à la progression H 1 :2:A:8:... Cher- 
chons la somme des vingt-quatre premiers termes. Dans cet 

2“ i 

exemple a = l, ç=2 , n — 2U. s=— — — - = 2’*— 1. Or 2’= 8, 


» 


C)On (>cut arrivera l’égalité (3) d’une autre manière. 

La progression géométrique équivaut à la suite de rapports égaux a : b = b : 
c = c : d = d : e... Dans cette suite de rapports égaux, tous les termes de la 
progression sont numérateurs , excepté le dernier ; tous sont dénominateurs , 
excepté le premier; donc, la somme des numérateurs de cette suite de rap- 
ports est égale à s — I, et la somme des dénominateurs égale à s — a; alors d'a- 
près un principe connu (230), s — l : s — a — o : b , ou bien s — l : s — a = a: 
nq , ou enlin s - l ( : * — a — I : q. 

D’où on déduit: (s—l) q=zs — a, ou sq — lq=.s — a. Le reste s’achève 
comme ci-dessus. 
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2 6 =6A, 2'*=64 , =4096 ; 2 , *=4096 , =16777216. Par conséquent 
la somme demandée est 16777215. 


Cette formule s 


aq n — a 

y-i 


étant d’un usage très-étendu , nous 


examinerons les différents cas qui peuvent se présenter dans son 
application. Mais auparavant il nous faut démontrer les deux 
lemmes suivants : 

203. 1 er Lemme. Les puissances successives d’un nombre A , plus 
grand que 1 , vont en augmentant avec l’exposant, et on peut toujours 
trouver une puissance de A plus grande qu’un nombre donné II , si 
grand que soit H. 

De A > 1 , en multipliant par A , on déduit A 2 > A puis 
A’> A*, A* > A 3 , etc. Les puissances de A vont en augmentant. 

Posons maintenant A — l=a; en multipliant par le nombre A>1 , 


on a A* — A >a 

puis A 3 — A*>-a 

A‘— A 3 ><x 


Ü 

i 


l 


i 


A" — A n-1 ><*. 

Additionnant la dernière égalité et toutes ces inégalités, membres 
à membres, on trouve 

A m — 1 >ma, ou A ra >l-(-»na. 

Si donc on veut avoir A m ou (1 -|-<*)“>A, il suffira de choisir m, 
tel que l’on ait : 

1+W!a>H,0U ma>H — 1, 

c’est-à-dire m > H - - ; ce qui est toujours possible puisqu’il y a 

Ct 

des nombres entiers plus grands que tout nombre donné. 

2 e Lemme. Les puissances d un nombre a, moindre que 1, dimi- 
nuent quand l’exposant augmente, et on peut toujours concevoir 
une puissance a' 11 de a, moindre qu’un nombre donné h, si petit que 
soit h. 

Ce nombre h doit être moindre que 1, sans quoi on aurait im- 
médiatement a < h. Considérons le nombre A tel que a X A = 1; 
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ce nombre A est plus grand que 1. L’égalité a x A=l, conduit à 
celle-ci : 

a m X A m =i. 


En vertu de notre première proposition , A m croît avec m ; donc 
alors a m doit décroître. Nous voulons trouver une puissance a m 
moindre que A. Considérons un nombre H, tel que AxH = 1 ; le 
nombre H est plus grand que 1. Nous avons simultanément 
1 1 

a m = — , et h = - ; donc, l’inégalité a”< A, équivaut à celle-ci. 


1 1 

< rr ; on vérifiera cette inégalité en choisissant tn, tel que 1 on 
A H 

ait A" > H ; ce qui est toujours possible , en vertu de notre pre- 
mier lemrne, puisque A est un nombre plus grand que 1. 


20G. Discutons maintenant Informulé S = 


aq — a 
q—l ' 


Nous distinguerons trois cas : 1° q > 1 ; 2° q — 1 ; 3° q < 1. 

1° Si q est plus grand que 1 , on voit que la somme S peut croître 
au delà de toute limite ; car q “ croît au délit de toute limite ; 
a — a 0 

2° Soit q = \; S = - — - = -. Ce résultat ne nous apprend rien. 
1 — 1 0 

Il faut remonter à la progression géométrique elle-même a a : 
aq : aq *.... aq K . Faisons-y q ~ 1; elle devient vf a : a : a :.... a, 
et la somme en est évidemment na. 

aq" — a a — aq" a aq n 


3° Soit q <1 ; nous avons S= 


q — 1 1 — q t — q 1 — q 


Dans cette valeur, — ^ — est iixe ; —— diminue quand n augmente, 
1 — q 1 — q 

et peut devenir moindre que tout nombre donné. Le quotient 

n 

. est l’excès de sur la valeur de S; cet excès diminuant 

1— q t —q 

v. a 

indéfiniment lorsque n croît , S s’approche indéfiniment de Y—q’ 
auquel cette somme est toujours inférieure ; on peut prendre n 

n 

suffisamment grand pour que — — soit moindre qu’un nombre 

i —q 

donné A, si petit qu’il soit. Il suffit pour cela de prendre n tel que 
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h{l—q) 


La Somme S pouvant différer de 


q" soit moindre que 

- — - d'un nombre moindre que toute quantité donnée, on dit 

a v 

que ^ est la limite supérieure de S. En supposant la progres- 
sion prolongée à l’infini, on a l’égalité S = ~ . ~ v 

* 9 

207. Dans une progression géométrique H a : b : c : <T: è ; J : 
g : h : i : k : 1, le produit de deux termes quelconques pris à égale 
distance des extrêmes, est égal au produit des extrêmes. 

Prenons , par exemple , le terme d qui en a trois avant lui . et 
le terme h qui en a trois après lui ; il faut prouver que 

d X h=a x /. 


D'après notre hypothèse , d ayant trois termes avant lui , on a 
d = ax q‘; considérant la progression comme commençant à h, 
nous trouverons h x g 3 = f; de ces deux égalités résulte celle-ci : 
dxhxq*—axq'xl; d’où, en divisant par g 3 , on arrive à l’é- 
galité dxh — axl, qu’il fallait démontrer. 

On déduit de là une formule pour trouver le produit des termes 
d'une progression géométrique. 

Soit aalbicidie ... fl il kl l. Nous cherchons 
le produit V = axbxcxdx ... hxixkxl ; nous pouvons 
écrire V=lxkxixhx ... dxcxbxa. 

Multipliant membre à membre , on arrive à l égalité 
P'=(axl)X(bxk)x{cXi)X(dXh)...{hxd)(ixc) ( kxb ) (Ixa). 

Mais chaque produit écrit entre parenthèses est égal à a x l, 
d’après le théorème précédent , et il y a autant de ces produits 
comme facteurs de P’, qu'il y a de termes dans la progression. 
Appelons n le nombre des termes. Nous avons : 


P* = (axif, ou P = V (al)". 

Si on remplace l par sa valeur aq'~', nous aurons : 
P=l/(aY" 1 )" ou P = Va 

Sous cette forme on voit facilement que P est rationnel, en 
même temps que a et q. 


Mx 
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Exercices sur les progressions. 

I 

Un corps abandonné à lui-même dam le vide parcourt 4 m ,904/i 
pendant la première seconde de sa chute , 4“,9044 X 3 pendant la 
deuxième seconde, 4 '”,9044 X 5 pendant la troisième seconde ; et 
ainsi de suite , les multiplicateurs 1, 3, 5... , de 4“ , ,9044 croissant 
en progression arithmétique ; trouver combien de mètres ce corps a 
parcourus, en supposant qu'il soit tombé pendant 40 minutes, Rép. 
18kl'", Oh. * 

Un corps abandonné à lui-même dans le vide est tombé d’une 
hauteur de 1961'”, 76; on demande la durée de sa chute. Rép. 
20 secondes. 

L’inventeur du jeu des échecs demande comme récompense 1 grain 
de blé pour la première case de l'échiquier, 2 pour la deuxième , 
U pour la troisième , 8 pour la quatrième , et ainsi de suite, tou- 
jours en doublant , jusqu’à ta soixante-quatrième case. Quel était 
le nombre total des grains? Rép. 18446744073707550615. 

Deux courriers h et B suivent une même ligne droite ; A est en ar- 
riére de B de 240 mètres , mais il va deux fois plus vite, l'rouver 
que pour atteindre B, il devra parcourir un chemin égal à 
240 240 240 

240“ -j — (- — — | — — +••••» I a progression étant indéfini- 

O O O 

ment continuée , et trouver ce chemin. 

Combien devrait-on réclamer pour une rente de 50 fr. qui n’au- 
rait pas été payée depuis 17 ans, en calculant l’intérêt simple 
à 4 fr -,5 p. O/o ? 

Une montre marquant midi, l’aiguille des minutes se trouve sur 
celle des heures , on demande sur quel point du cadran (à quelle 
heure) se fera la première rencontre des deux aiguilles. 

Quelqu’un à qui on demandait l’heure répond: les deux aiguilles 
sont sur le même point entre 5 et 6 heures ; quelle était l’heure 
précise ? 

Soient en général a le premier terme d’une progression arithmé- 
tique , r la raison , 1 le dernier terme , n le nombre des termes, et s 
leur somme ; étant données trois quelconques de ces quantités a , r, 
1 , n , s, trouver les deux autres (10 problèmes). 
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DONNÉES. 


INCONNUES. 

1° 

1, 

n, 


a, 

r. 

2» 

r> 

n, 

S. 

a. 

L 

3° 

r , 

l, 

8. 

a, 

n. 

à“ 

r. 

h 

n . 

a. 

8. 

5“ 

a, 

n. 

.s. 

r. 

L 

6» 

a, 

l, 

v 8. 

r, 

n. 

7» 

a, 

h 

n. 

r, 

s. 

8“ 

a. 

r. 

8. 

l , 

n. 

9° 

a. 

r. 

71. 

l, 

8. 

10“ 

a, 

r. 

S. 

n. 

L 


Le troisième problème et le huitième conduisent à une équation 
du second degré ,• tous les autres ne donnent lieu qu’à des équa- 
tions du premier degré. 

On se sert pour tous de ces équations fondamentales : 

l = a-\-r{n — 1 ) ( 1 ) 

» = „„ , = <• H- (■ - <)’•)". (2) 

LOGARITHMES. 


20B. filant données deux progressions dont les termes se corres- 
pondent, chacun à ch’ m , l'une PAR QUOTIENT, commençant 
par 1, l’autre par DIFFÉRENCE . commençant par 0. chaque terme 
delà progression par diffère est appelé le LOGARt yiime du terme 
correspondant de la progression par quotient. 

L’ensemble des deux progressions est ce qu’on nomme un sys- 
tème de logarithmes. Ex. : 

H 1 : 3 : 9 : 27 : 81 : 2à3 : 729 : 2187 : 6561 : 19G83 : 590à9. 

i 0. 2. à. 6. 8. 10. 12. là. 16. 18 . 20. 

Uans ce système , 6 est le logarithme de 27, là est le loga- 
rithme de 2187. 
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On veut déterminer q — 1 de telle sorte que partout , dans la pro- 
gression, on ait, quel que soit », 

q n+ 1 — q" < h, (1) 

h étant un nombre donné aussi petit que l’on veut. 

q'* 1 —q n — q"{q — 1) ; la dernière inégalité peut donc s’écrire 

q'(q — 1 )<h ( 2 ) 

A cause de A > q n , l’inégalité (2) sera vérifiée, à fortiori, si 
l’on vérifie la suivante 


A(qr — 1) < A, (3) 

ce qui demande seulement que l’on ait 


h et A étant deux nombres donnés , on peut donner à q — 1 la 
h 

valeur — ou toute autre moindre, 3, et les 3 inégalités (3), (2), 
A 

(1) sont vérifiées dans l’hypothèse q — 1 = 3 ou <7 = 1 + 3. 

D’ailleurs, quelque petit que soit le nombre 3, on peut conce- 
voir que la progression , s’étendant jusqu’au nombre- A , désigné 
ci-dessus, comprenne au nombre de ses termes, ou entre deux 
de ses termes , un nombre considéré quelconque N ; en effet , on 
peut toujours concevoir un nombre entier ou assez grand pour 
que l’on ait 

q m = (1 + 8 )" = A ou > A (n° 205). 

211 . Corollaires. La progression géométrique d’un système 
de logarithmes étant supposée remplir les conditions du théorème 
précédent, on peut regarder un nombre donné quelconque N, 
comme une limite supérieure vers laquelle tendent les termes de 
cette progression géométrique moindres que N ; cela étant, nous 
appellerons log N , dans un système donné quelconque , la limite 
supérieure vers laquelle tendent les logarithmes de tous les termes 
de la progression géométrique moindres que N. 
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m 

Quand log N ne sera pas un terme de la progression arithmé- 
tique , il sera compris entre deux termes consécutif de cette pro- 
gression log q" et log q n+l , N étant lui même compris entre </“ 
et q n+ '. 

Mais la différence entre deux termes de la progression arith- 
métique peut évidemment être rendue aussi petite que l'on veut ; 
on conçoit donc que. dans tout système de logarithmes, on peut 
obtenir le logarithme d’un nombre donné N, soit exactement , 
soit avec telle approximation que 1 on veut . 

Ce point établi , étudions les propriétés principales des loga- 
rithmes. 

212 . A l’inspection des deux progressions générales 

ri 1 :q : q* : q s : q' : — : n" : — 

-i- 1. d. 2 d. 3 d. Ud nd 

on peut Immédiatement faire les remarques suivantes : 

1“ La progression par quotient continuée indéfiniment se compose . 
de la série complète des puissances de la raison. 

2° La progression par différence , continuée indéfiniment, se com- 
pose de la série complète des multiples de la raison. 

3° L’exposant de la raison q , dans un terme de la progression 
par quotient, augmenté de i , indique le rang de ce terme dans la 
progression ; le multiplicateur ou coefficient de la raison d, dans 
un terme de la progression par différence, augmenté de t, indique 
le rang de ce terme dans la progression . 

Il résulte de là que si deux termes se correspondent dam les deux 
progressions, l'exposant de la raison dans le terme de la progres- 
sion par quotient est précisément égal au multiplicateur ou coeffi 
dent de la raison dans le terme de la progression par différence. 

La réciproque est vraie. Si un exposant de q et un coefficient de d 
sont égaux , les termes considérés sont correspondants. Cela résulte 
de 3°. 

C’est de cette composition des deux progressions que résultent 
les propriétés des logarithmes dont nous aurons à faire usage. 
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Propriétés des logarithmes 


213. Propriété FONDAMENTAL!-'.. Le logarithme d'un produit est 
la somme des logarithmes de ses facteurs. 

C’est-à-dire, que si ou multiplie entre eux plusieurs termes de 
la progression par quotient, d’une part, et si ou additionne de 
l’autre les termes correspondants de la progression par différence, 
le produit et la somme sont deux termes correspondants des deux 
progressions , autrement dit. la somme est le logarithme du pro- 
duit. 

Considérons , par ex. , les termes q 2 . q 3 , q" de la progression 
par quotient ; leurs logarithmes , c’est-à-dire les termes corres- 
pondants de la progression par différence sont respectivement 2 d, 

5 d , 8<f ; le produit q x q s x q*+s+» ■ C e produit fait partie 
de la progression par quotient (212 , 1°) ; il y occupe le rang 
(2 + 5 + 8) 1 , c’est-à-dire le 16" rang (Remarque 3°). La 

somme des logarithmes est 2d + 5d + d = (2 -j-5 + 8) X d: 
c'est uu terme de la progression par différence (Remarque 2°); 
elle y occupe le rang (2+5+8)+l, c’est-à-dire le 16" rang (Re- 
marque 3°). La somme et le produit sont deux ternies correspon- 
dants des deux progressions; la somme est le logarithme du pro- 
duit; ce qu’il fallait démontrer. 

Remarque. Celte démonstration est générale. Puiqu’on ne 
prend que des termes correspondants dans les deux progressions, 
les exposants que l’on additionne pour former l’exposant de q au 
produit sont égaux, uu à un, aux coefficients que l’on additionne 
pour former le coefficient de d dans la somme. L’exposant de q 
dans le produit et le coefficient de d dans la somme ne peuvent * 
donc manquer d’être égaux; le produit et la somme sont nécessai- 
rement deux termes correspondants. Le produit a toujours pour 
logarit! ie la somme des logarithmes de ses facteurs. 

214. 2* Propriété. Le logarithme d’un quotient s'obtient en 
retranchant le logarithme du diviseur du logarithme du divi- 

lend 

Soient deux nombres a et b dont le quotient est c. Par définition 
du quotient , a—b'Kc. D’après le théorème précédent, log a ou 
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log (6xc)=log 6-f-log c > on déduit de là, log c=log a — log b. 
Ce qui démontre notre proposition. 

215. 3" Propriété. Le logarithme d’une puissance d’un nombre 
est égal au logarithme de ce nombre multiplié par l’exposant de la 
puissance. 

Par ex. : log a s = 5 log a. 

En effet, a s =axaxaxaXa; log a*— log a-flog a-j-loga-f- 
log a + log a = 5 log a. 

216. 4' Propriété. Le logarithme d’une racine d’un nombre 
est égal au logarithme de ce nombre divisé par l’indice de la ra- 
cine. 

Par ex. : log 1 Sa — 

3 

En effet, par définition (l/'a)* =a ,• par suite log o = log (l^a) 3 

= 3 log k a, d’après le théorème précédent. On déduit de là 
log a 

log Va — — . 

Ce qu’il fallait démontrer. 

217. Ces diverses propriétés des logarithmes donnent le moyen 
de remplacer une multiplication par une addition , une division 
par une soustraction ; l’élévation à une puissance par une multi- 
plication, et une extraction de racine quelconque par une simple 
division. 

Considérons , en effet , les deux progressions déjà prises pour 
exemple : 

ÿM: 3:9:27:81:243:729:2187:6561:19683:59049 
:l). 2. 4. 6. 8. 10. 12. là. 16. 18. 20 

Proposons-nous de trouver le produit des nombres 3 , 9 , 81 , 
compris dans la progression par quotient. Nous additionnerons 
log 3=2, log 9=4, log 81=8; la somme 14 de ces logarithmes 
est le logarithme du produit (213). Or, en cherchant 14 parmi les 
logarithmes , c’est-à-dire dans la progression par différence , on 
trouve qu’il correspond à 2187 de la progression par quotient. On 
en conclut que le produit demandé, 3 x 9x81=2187. 

Pour avoir le cube d'un nombre donné, de 27 par ex., nous 
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prenons le log de 27, qui est 6, et nous le multiplions par l’expo- 
sant S de la puissance à former. Le résultat de cette multiplication 
étant 18, nous cherchons 18 parmi les logarithmes, c’est-à-dire, 
dans la progression par différence, et nous voyons ainsi que 18 cor- 
respond au nombre 19683 de la progression par quotient; nous 
concluons de là que 19683 est le cube cherché de 27. 

On applique de même les autres théorèmes. 

218. Des tables de logarithmes. Pour tirer parti de ces pro- 
priétés des logarithmes , ayant adopté- un système particulier de 
logarithmes , on a construit ce qu’on appelle des Tables de loga- 
rithmes. 

Les Tables de logarithmes renferment la série des nombres en- 
tiers depuis 1 jusqu’à une limite déterminée; les plus usitées, celles 
de Gallet, contiennent les nombres entiers de 1 à 1 08000 ; à côté 
de chaque nombre, et sur la même ligne horizontale que lui, on 
trouve son logarithme évalué à moins d'une unité du 7 e ordre dé- 
cimal. 

*» 

Nous allons faire connaître les principales propriétés du système 
de logarithmes que l’on a choisi, et apprendre à faire usage des 
tables de logarithmes. Nous ne nous occuperons pas de la con- 
struction des tables; ce problème : trouver, soit exactement, soit 
à moins d’une unité décimale donnée , le logarithme d’un nombre 
dans un système donné , ne saurait être résolu d’une manière réel- 
lement pratique avec les seules notions d’algèbre et d'arithmétique 
du cours élémentaire ; cette question se traite dans le cours d’al- 
gèbre supérieure. 

Le système des logarithmes vulgaires, dits logarithmes de 
Briggs, est celui dans lequel la base 10 de notre système de nu- 
mération a pour logarithme 1. C’est pourquoi on appelle aussi 10 
la base de ce système de logarithmes , le seul dont nous nous oc- 
cuperons désormais. Tout ce qui suit se rapporte exclusivement à 
ce système. 

Propriétés des logarithmes vulgaires. 


219. I.e logarithme d'une puissance quelconque de 10 est égal à 
l'exposant même de cette puissance, ou bien, se compose d'autant 
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d’unités qu’il ;/ « de zéros après 1 /faits cette puissance écrite en 
chiffres. 

En cITet, par ex. , lopr 10 4 = h loglt) = lxà = h 215). 

Tous les logarithmes qui ne sont pas entiers sont, ainsi que 
nous l'avons déjà dit, évalués en décimales, à moins d’une unité 
décimale du 7“ ordre , par défaut ou par excès {*). 

'2 if) bis. La partie entière du logarithme d’un nombre s’appelle 
la caractéristique de ce logarithme. 

Ex.: log 1395 == 3,14à5742. La -caractéristique de ce loga- 
rithme est 3 

Théorème. La caractéristique du logarithme d’un nombre 
quelconque se compose d’autant d'uni tpi , moins une, qu'il y a 
de chiffres dans la partie entier p de ce nomhre. 

(La partie entière d’un nombre quelconque est le plus graqd 
nombre entier qu’il contient.) 


{*) Il est facile de prouver que dans le système de logarithmes dont lajiasc 
est 10, les puissant» de cette hase sont tps seuls nombres qui aient des loga- 
rithmes lomtnensnrables; les logarithmes de tous les autre» nombres entiers 
nu fractionnaires sont incommensurables, et ne peuvent etre calculés que par 
approximation. 

En effet , supposons qu’un nombre A ait , dans ce système , un logarithme 

rommensuralde, et soit logA = »i et n étant deux nombres entiers. De 

n 

cette égalité on déduit 

«.logA — m , 

mais n. log A = log A" ; m=log I0 m ; donc 

log A»=log 101» ; d’off A» = lfi m . 

r A doit être entier; car une puissance, d’un nombre fractionnaire serait un 
nombre fractionnaire, et non I0 m ; chaque facteur premier de A doit exister 
dans in n et par suite dans 10, et réciproquement; dope A doit sc composer des 
fadeurs 2 et 5 , pas d’autres; A = 2 P .W ; alors A" = iP- " &?• " ; mais A” — 10"* 
= 2 m 5 m ; dune 2P »ô« » = 2 m 5 m . Pour que cette égalité existe, il faut que 
l’on ait 

pn—m, qn—m; d'où pn~qn, ou p = </. 

\ = 2P6P = (tXi)P = U)P -, A est une puissance de lu. les logarithme» 
des nombres consignés dans les tables étant généralement incommensurables , 
on s’est borné à les calculer à moins d’une unité décimale du septième ordre ; 
c’est avec cette approximation qu'on les trouve dans les tables de Gallet et dans 
celles de Lalande. 
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Kn effet, supposons que la partie entière d'un nombre, donné N 
ait 3 chiffres; ex. : 537, 862. Ce nombre N est compris entre 100 
et 100(1, son logarithme est compris entre log’lOO et log 1000, 
c’est-à-dire entre 2 et 3 ; ce logarithme se compose de 2 , et 
d’une partie décimale ; la caractéristique est 2. 

La caractéristique du logarithme d'un nombre se connaît donc 
à la seule inspection de la partie entière du logarithme de ce 
nombre; aussi dans les tables de Gallet, par exemple, pour ga- 
gner de la place , s’est-on dispensé d’écrire la caractéristique. 

1220 THÉORÈME. Connaissant le y.garithme d’un nombre (Ions 
le système vulgaire, on obtient le logarithme du produit ou du 
quotient de ce nombre par une puissance de 10, en augmentant ou 
en diminuant tout simplement la caractéristique du logarithme 
donné d'autant d’unités qu’il y a de zéros après I dans cette puis- 
sance de 10 écrite en chiffres. 

log (A X 10") ~ log A -f- log 10” = !og A -j- v. 
log ( ~ J>0g A - log 10 n = log A — n 

ou sut: un ex. : 

log (1395x100) = log(1395) -4- log 100 = 3,1445742 + 2 = 

= 5,1445762. 

log (1395 ; 100) = log 1395 — log 100 = 3,1545762 — 2 = 

= 1,1445742. 

L’exposant , n , de 10 étant un nombre entier, l’addition ou la 
soustraction ci dessus ne porte que sur la caractéristique. 

Le théorème précédent s’énonce assez souvent, comme il suit, 
par abréviation. 

On multiplie ou on divise un nombre quelconque par une puis- 
sance de 10 , en augmentant ou diminuant la caractéristique de son 
logarithme de l exposant de 10 . ou bien d'autant d’ unités qu'il y 
a de zéros après 1 dans celte puissance de 10 écrite en chiffres. 

Cet énoncé doit être regardé comme équivalent au précédent. 

2120 bis. Corollaires. Le logarithme du nombre décimal que l’on 
obtient en séparant, par une virgule , un nu plusieurs chiffres sur 
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la droite d’un nombre entier , a la même partie décimale que le 
logarithme de ce nombre entier. 

Ex. : log 36748 = log 367,48 -f 2. 

Si deux nombres ne diffèrent que par la place de la virgule dé- 
cimale , les logarithmes de ces nombres ne diffèrent que par la ca- 
ractéristique. 

log 3674,8 = log 36,748 + 2. 

Nous allons maintenant expliquer l’usage des tables. Nous don- 
nerons ensuite quelques applications. 

Usage des tables de logarithmes. 

221. Les tables de logarithmes les plus commodes et les plus 
usitées sont les tables de Callet, qui contiennent les logarithmes 
des nombres entiers de 1 à 108000 calculés avec 7 décimales , à 
moins d’une unité du 7 0 chiffre décimal , en plus ou en moins. 

Nous ne répéterons pas tous les détails que nous avons donnés 
en arithmétique sur la disposition et l’usage des tables de Gallet. 
(V. l’Arithmétique, 4' édition, p. 261, n° 360, ou bien l’instruction 
qui précède les tables elles-mêmes dans l’ouvrage de Callet.) 

Après les tables de Callet , les plus usitées sont les tables de 
Lalande et Marie , renfermant les logarithmes des nombres de 1 à 
10000 avec 7 décimales. 

Nous allons indiquer la manière de se servir des tables de loga- 
rithmes quelconques, en supposant que l’on y trouve tout simple- 
ment les logarithmes de 1 à une certaine limite , et les différences 
entre 2 logarithmes consécutifs quelconques de la table. 

En général, les nombres sont disposés par colonnes verticales, 
en tête de chacune desquelles se trouve la lettre N. Si le nombre 
entier donné ne surpasse pas le plus grand nombre de la table , 
on le cherche dans une de ces colonnes intitulées N ; à côté de 
lui, à droite, on trouve son logarithme. 

Dans certaines tables , pour gagner de la place , on s’est dis- 
pensé d’écrire les caractéristiques, chacun pouvant facilement 
suppléer à cette omission à la simple inspection du nombre 
donné. 


1 
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Si le nombre donné surpasse la limite des tables, on détermine 
son logarithme comme il va être indiqué sur un exemple. 

222. Soit proposé de trouver avec les petites tables (de 1 à 10000) 
le logarithme du nombre 218276. On sépare par une virgule sur 
la droite du nombre donné assez de chiffres pour que la partie en- 
tière du nombre résultant soit inférieure à 10000 (au plus grand 
nombre des tables), mais approche le plus possible de cette limite. 
On séparera donc 2 chiffres, à droite, dans notre exemple, et on 
cherchera log 2182,76. Pour le trouver, on prend dans la table 
log2182 = 3,3388567, puis on tire parti de la proposition suivante, 
qui n’est pas tout à fait exacte, mais qui l’est d’autant plus que les 
nombres auxquels on l’applique sont plus grands : la différence 
entre les logarithmes de 2 nombres varie dans le même rapport que 
la différence de ces nombres. 

Cela posé, on prend dans la table, à droite du logarithme précé- 
dent, la différence 1990 qui existe entre log 2182 et log 2183. Ces 
nombres différant de 1, leurs logarithmes diffèrent de 1990 ; 2182 et 
2182,76 différant de 0,76, trouver la différence x des logarithmes 

0,76 x 

de ces 2 derniers nombres. On a l égalité — — = — — , d’où 

1 1990 

x = 0,76 x 1990 = 1512,40 ; l’excès de log 2182,76 sur 
log 2182 est 1512, 40 unités du 7 e ordre décimal; on ajoute 1512 
au logarithme de 2182 , et on trouve log 2182,76 = 3,3390059; 
d’où log 218276 = 5,3390059. A l’aide des petites tables de dif- 
rences de Callet, on évite cette multiplication de 0,76 par 1990. 

225. 2' Problème. Connaissant le logarithme d’un nombre, 
trouver ce nombre avec les petites tables (de là 10000). Ex. : 
log x = 2,3379476. 

On cherche parmi les logarithmes des nombres de U chiffres la 
partie décimale du logarithme donné, ou celle qui en approche le 
plus, en moins ,• on trouve 3378584 qui appartient au log de 2177; 
on en conclut d’abord que les quatre premiers chiffres à gauche du 
nombre cherché forment le nombre 2177; pour le compléter au- 
tant que possible , on retranche le logarithme de la table du loga- 
rithme donné 

3.3379476 

8584 

892" 


Digitized by Google 



222 


COURS I)’ ALGÈBRE. 


La différence est 892 ; on prend la différence qui est dans la 
table à côté du log. approché, 3,3378584; c’est 1995. Appelons x 
la différence entre 2177 et le nombre compris entre 2177 et 2178 

892 

qui a le logarithme donne; on écrit 1 égalité de rapports - = 



On évalue la valeur de x en fraction décimale jusqu’aux cen- 
tièmes ou aux millièmes au plus; .r = 0,447; on eu conclut que 
2177, 447 est le nombre qui a pour logarithme 3,3379476 ; le 
nombre correspondant à 2,3379476 sera 217,7447 à moins d’une 
unité du dernier chiffre. 

Ainsi que nous l’avons dit en arithmétique, il y a dans les ta- 
bles de Callet des petites tables de différgnees proportionnelles 
dont l’usage dispense du calcul complémentaire que nous avons 
fait dans les 2 problèmes ci-dessus. (/'. l’Arilh. ou l’instruction 
avant les tables.) 


♦ 


Applications des logarithmes. 

224. Quand un nombre inconnu résulte de multiplications, di- 
visions. élévations de puissances ou extractions de racines, à effec- 
tuer sur des nombres donnés, pour déterminer sa valeur, on 
cherche celle de son logarithme, qui résulte d’opérations beau- 
coup plus simples, additions, soustractions, multiplications ou 
divisions effectuées sur les logarithmes des nombres donnés ; ce 
logarithme étant connu, le nombre correspondant se détermine 
de la manière indiquée n" 223. 

22i>. Des nombres moindres que 1. D’après nos définitions, 
les nombres plus grands que 1 ont seuls des logarithmes; il est 
donc nécessaire , dans un calcul par logarithmes, que les nom- 
bres sur lesquels on opère soient tous plus grands que 1. On pourra 
toujours faire cri sorte que cela ait lieu en remarquant que mul- 
tiplier ou diviser par un nombre ^ moindre que 1 , revient à di- 
viser ou multiplier le même nombre par le nombre ^ plus grand 
que 1. 
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Ou bien encore, remarquons que 


N X 


25_NX 25 
43 ~ 43 5 



N X 43 
25 ’ 


N X 0,0379 — N 


379 

x 10000 


N X 379 
10000 ’ 


N ; 0,0379 


„ 379 N X 10000 

\ • — pip 

' 10000 379 
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Cesl-à-dirc , qu’à une opération , ou à des opérations qui doi- 
vent être eireetuées sur des fractions ordinaires ou décimales, on 
substitue, par l’application des règles concernant les fractions 
ordinaires, des opérations à effectuer sur des nombres entiers. 

220. La seule difficulté qui puisse se présenter en réalité, c’est 
que le nombre cherché soit lui-même moindre que 1. Exemple : 

■ 5 / 7 y* 

V ( il ) ■> car nos définitions n’assignent pas de logarithme à 


un pareil nombre. Pour lever cette difficulté, on multiplie ce nom- 
bre, exprimé à l’aide des nombres donnés, par une puissance 
de 10, 10", assez considérable pour que le produit soit plus grand 
que 1 On détermine ce produit à l’aide des logarithmes; l’ayant 
trouvé, on le divise par la puissance susdite de 10, 10”. 


Ex. 


VUM-*V(n)') 


10 ". 


227. Voici quelques exemples de calculs par logarithmes , sur 
lesquels on verra encore plus clairement la marche à suivre dans 
les cas particuliers susdits. 

Trouver par logarithmes le produit (3,141593)* X 0,9938. 


* = (3,141593)* x 0,9938= (3,141593)* X - - - 

10000 ' 


log x = 2 log 3,141 593 + log 9938 — 4. 
2 log 3,141593 = 0,9942998 
log 9938= 3,9972990 


log# = 0,9915988 

# = 9,80841. 
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Trouver par logarithmes le quotient de 0,9938 par 13,7864. 

9938 137864 9938 

x = 0,9938 : 13,7864 — : 1()000 — 13786i ’ 

993800 

x <1 ; on multiplie par 10” = 10’ = 100 ; 100 a - = ^ 


137864' 


993800 , , , , . 

On cherche par log , , qui est plus grand que 1 ; 1 ayant 

trouvé , on le divisera par 100 pour avoir le nombre cherché x. 


log 993800 = 5,9972990 
log 137864 = 5,1394509 

. 0,8578481 
100 x — 7,20855 
x = 0,0720855. 


Calculer x = 


x est un nombre moindre que 1 ; on écrira 

io" X *=io"x y/ (ji ) s - 

, 3 log 7 — 3 log 11 7n+31og7 — 3 log 11 

log (10" xx)=n-\ = = 



3 log 7 = 2,5352941 ; 3 log 11 = 3,1241781 ; 

on voit qu’il suffit de prendre n = 1 , d’où 7 n = 7 pour que la 
soustraction indiquée puisse s'effectuer. . 

7+31og7 = 9,5352941 
3 logll = 3,1241781 

6,4211160 


loglOx = 


6,4211160 


10 x = 8,26613; 
3 43 X 237 


Calculer x = y/ — 


879* 


= 0,9173023, 
x = 0,826613. 
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io n . æ=io“Y/ / 


43 X 237 
879* ' 


log (10". x)=n + ^3+log237 -41og879 = 

3 


3n + log43 + log 237 — 4 log 879 
3 


log 43 = 1,6334684 

log 237 = 2,3747483 4 log 879 = 11,7759555. 
On prend n = 3 ; 3n = 9 

13,0082167 
4 log 879 = 11,7759555 

1,2322612 

Divisons par 3; log Î0\,r = 0, 4107537 

10 s xx = 2,57506 ; d’où x = 0,00257506. 


Ayant calculé séparément log 43, log237, 4 log879, nous avons 
vu, à l’inspection des résultats, qu’il suffisait de prendre n égal à 
3, ou 3n = 9, pour que la soustraction indiquée pût se faire. 

On agira toujours de même. La marche à suivre nous parait 
suffisamment indiquée , et l’application des logarithmes nous pa- 
raît maintenant facile pour ceux qui en comprennent bien les 
quatre principales propriétés. 

228. Emploi des compléments arithmétiques. On appelle complé- 
ment arithmétique d’un logarithme le nombre obtenu en retran- 
chant ce logarithme de 10 (*); le complément arithmétique s’in- 
dique ainsi : c l log 367; lisez complément logarithme 367; 

c l log 367 = 10 — log 367. 


(*) Plus généralement, on appelle complément arithmétique d’un nombre le 
reste obtenu en retranchant ce nombre de l'unité suivie d’autant de séros qu’il 
y a de chif/res dans le nombre proposé. Mais les logarithmes sont trop rarement 
plus grands que 10, pour que nous ayons dû indiquer les compléments autre- 
ment que nous ne l’avons fait dans le texte. 

• 15 
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Soit donné x == 


5467 X 832 
367 X 5431' 


log# = log 5467 + log 832 ~ log 367 — log 5431. 


Introduisant les compléments, on peut écrire : 


log x — log 5467 -f- log 832 4- 10 — log 367 +- 10 — 
log 543 1 — 20. 

La soustraction de certains logarithmes est remplacée par 
l’addition de leurs compléments; diminuer la caractéristique du 
logarithme donné de 20 est une opération qui ne compte pas. Le 
complément arithmétique d’un logarithme s’obtient en retranchant 
le 1" chifl're significatif à droite de 10, et les autres chiffres de 9 ; 
cette soustraction est des plus simples. 

De ce que nous avons fait pour log x, plus haut, on conclut 
facilement la règle suivante : 

Au lieu de soustraire des logarithmes ,<bn peut ajouter aux lo- 
garithmes précédents les compléments arithmétiques des loga- 
rithmes à soustraire, 4 condition de retrancher ensuite de la 
somme obtenue ainsi , autant de dizaines que l’on a ajouté de 
compléments Si on emploie les compléments dans la dernière 
question traitée, on aura : 

, Jnn 3n + log 43 -f log 337 + 4 C ts log 879 — 40 

tog 1 U x — ■ ■ • 

Sous celle forme, on voit peut-être un peu mieux quelle valeur 
la plus simple il convient de donner à l’indéterminée n. Chacun 
peut juger de la commodité que lui offre l'usage des compléments 
arithmétiques. 


Usage des caractéristiques négatives. 

229. Ainsi que nous l’avons fait remarquer, dans tout système 
de logarithme, tel que nous les considérons, les nombres plus 
grands que 1 ont seuls des logarithmes ; les nombres moindres que 
l'unité n’en ont pas (209). Cependant, afin de généraliser davantage 
les règles du calcul par logarithmes, ou convient quelquefois de 
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J 

considérer certaines expressions négatives comme les logarithmes 
des fractions. 

Considérons, par exemple, le produit P = 367x 0,02187. Afin 
de n’avoir à opérer que sur des nombres plus grands que 1, mul- 
tiplions et divisons 0,02187 par 100 ; nous trouvons ainsi l’expres- 
2 187 

sion équivalente ; remplaçant dans la valeur de P, on a: 

100 

n _ 367 X 2,187 . 

— 100 ’ 

log P = log 367 + log 2,187 - 2, 

• = log 367 +0,3398488 — 2, (1) 

Pour abréger on écrit simplement : 

log P = log 367 + 2^3398488. (2) 

Le signe — , ainsi placé au-dessus de 2, indiquant qu’il faut re- 
trancher 2 unités de l’ensemble des autres termes log 367 + 

0,3398488. L’expression composée 2,339848.8 provient unique- 
ment de l’application des logarithmes à la fraction décimale 
0,02187. 

Si on convient de considérer cette expression composée 
2,3398488 comme le logarithme de 0,02187, en d’autres termes , 

si on pose log 0,02187 = 2,3398488 , 

on pourra dire en lisant l’égalité (2) , suivant les conventions re- 
latives aux quantités négatives, que le logarithme d’un produit 
est égal à la somme des logarithmes de ses facteurs, que ces fac- 
teurs soient plus petits ou plus grands que 1. 

De même si on avait 367 à diviser par 0,02187, écrivant encore 
2 187 

0,02187 = - y— - , on aurait pour quotient 367 X 100 : 2,187; 

en appelant q ce quotient , on a : 

log q = log 367 + 2 — log 2, 1 87 , 

= log 367 -f 2 — 0,3398484 , 

ou log q = log 367 — (2,3398484); 

car, cette dernière soustraction étaut effectuée suivant la régie de 
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la soustraction algébrique, on retomberait sur la valeur précé- 
dente de log q. 

Le logarithme du quotient est égal au logarithme du divi- 
dende 367, moins le logarithme du diviseur 0,02187. 

On démontrerait de même pour l’élévation aux puissances et 
l’extraction des racines. 

Le nombre 2 , qui tient lieu de partie entière au logarithme de 
la fraction , est ce qu'on nomme une caractéristique négative. 

Des considérations précédentes il résulte que l’usage des carac- 
téristiques négatives permet d’étendre , aux logarithmes des frac- 
tions moindres que 1, les principes fondamentaux d’abord établis 
pour les logarithmes des nombres plus grands que 1 ; c’est un 
exemple de plus de l’utilité des quantités négatives pour la géné- 
ralisation des règles et formules. 

Nous avons pris pour exemple une fraction décimale; mais tout 
ce que nous venons de dire s’applique aux fractions ordinaires. 


Rendons la fraction plus grande que 1, en établissant une com- 
pensation : 


837 „„„ 8370 

P = 367 X 2Ï87 = 367 X 2Ï87 


log P sas log 367 -f- log 


8370 

2187 


; 10 . 
log 10. 


log 8370 = 3,9227254 
log 2187 = 3,3398488 


0,5828766 

log P = log 367 + 0,5828766 — 1 . 


Nous écrirons : 

log P = log 367 -f 1^05828766, 

résultat absolument analogue îi l’égalité (2). 

On multiplie et divise la fraction par un nombre qui la rend 
plus grande que 1 , mais moindre que 10. 

Les caractéristiques négatives ainsi introduites dans le calcul 
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par logarithmes, on les traite suivant les règles générales de 
l’algèbre (Calcul des quantités négatives). 

Si on trouve à la lin d’un calcul 

log a; = ¥,3419291 , 

on décompose ce logarithme négatif en ses deux parties; on écrit; 

log x = 0,3419091 — 2 ; 

= 0,3419091 — log 100. 

Soit N le nombre dont le log est 0,3419091 ; 

(log N = 0,3419091) ; 

N 

on a : log x = log N — 2 = log N — log 100 = log , 

,, • N 
d„u * = ÏÔ5' 

En prenant la table, on trouve N =2,19748, d’où x =0,021 9748. 
De là cette règle ; Pour trouver le nombre correspondant à un 
logarithme à caractéristique négative , on remplace cette caracté- 
ristique par 0; on cherche le nombre qui a pour logarithme le 
nombre résultant; puis on recule la virgule dans ce nombre trouvé 
d'autant de places qu'il y a d’unités dans la valeur absolue de la 
caractéristique négative. 


Intérêts composes . 

250. Les intérêts sont composés quand , chaque année, on joint 
au capital l’intérêt qu'il a produit pour former un nouveau capital 
produisant intérêt durant l’année suivante (*). 

Problème. Que devient au bout de 8 ans un capital de 12000 fr. 
placé à intérêts composés , à 5 p. 0/o? 

1 fr., en un an, rapporte 5/100 ou 0,05 d’intérêt; chaque ca- 
pital de 1 fr. augmenté de son intérêt devient donc , au bout de 
l’année, 1,05; donc 12000 fr. ou 12000 capitaux de 1 fr. pren- 
dront à la lin de la première année une valeur égale à 1,05 x 


(*) Les intérêts se capitalisent pénéralement d’année en année ; nn pourrai:! 
convenir d’une autre période. 
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1*2000 = 12000 (1,05) = Ce capital, a, fr., produit intérêt 
durant la deuxième année; chaque franc de ce capital , augmenté 
de ses intérêts pour cette deuxième année, devient 1,05 ; les a, fr. 
prennent une valeur égale à ff,xl,05 = a i . Remplaçant a,, par 
sa valeur numérique , on trouve «, = 12000 X (1,05) X 1,05 = 
12000 (1,05)*. 

Le capital a s , placé au commencement de la troisième année , 
prend, à la fin de celte troisième année, la valeur a,x(l,05), 
d’après le même raisonnement; a 8 x 1,05 = 12000 x (1,05)’ X 
1,05 = 12000 (l,05) s = a t . Au bout de quatre ans, la valeur des 
12000 sera devenue 12000(1,05)*, etc., jusqu’à la huitième année, 
à la fin de laquelle le capital a pris la valeur 12000 X (1,05) 8 . 

Ce raisonnement est tout à fait général ; si on veut traduire le 
résultat en formule , on désignera par a la valeur du capital , par i 
l’intérêt de 1 fr. pour un an , et la valeur de a au bout de n an- 
nées par A ; le raisonnement étant fait sur A comme sur 1 2000 , on 
arrive à cette formule À = a (1 -f-ij" (1). 

Une pareille valeur se calcule ordinairement à l’aide des loga- 
rithmes; log A = log a + n log ( 1 -j- *'). 

Dans l’exemple proposé ; 

log A = log 12000 -f- 8 log (1,05), 

Que devient au bout de 8 ans 3 mois 20 jours un capital de 
12000 fr. placés à intérêts composés, et à 5 p. 0/o par an? 

Au bout de 8 ans, d’après ce qui précède, le capital a pris 
une valeur de 12000 (1,05) 8 . Cette somme 12000 (l,05) s doit en- 
core rester placée à intérêts simples durant 3 mois 20 jours ou 
110 jours. 

L’intérêt de 1 franc pour 110 jours à 5 pour 0/o est 
~ll ^0 V ormu ^ e générale) ; 1 franc augmenté de son intérêt , 

0 05 X 110 

pour 110 jours, devient donc égal à 1 -) — — — . 

uOU 

Chaque franc prenant cette valeur, le premier capital 12000 x 
(1,05) 8 prendra celte valeur multipliée par 12000 (l,05) s ; donc 
la valeur cherchée des 12000 francs au bout de 8 ans 3 mois 20 
jours : 
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12000 (1,05)» X ( 


1 4 


0,05 X 110’ 
360 


On évalue A à l’aide des logarithmes. 

log A = log 12000 -f- 8 log (1,05) + log ( 1 + 


0,05 X 110\ 
360 ) 


Ce raisonnement est général ; on peut formuler ainsi le résultat : 
(2) A = o(l + i) n (^l+iX^); 


est la fraction d’année qui accompagne le nombre entier d’an- 


nées 'dans l’exemple précédent, 110/360). 

Problème inverse. Quel est le capital qui , placé à h p. 0/o , 
prendrait au bout de 8 ans une valeur de 15000 fr. ? 

Appelons a le capital inconnu ; en le soumettant au raisonne- 
ment du n° 230, ou employant la formule (1) , on a A = a( ; 
mais A =15000 ; donc, 15000 = a X (1,05) 8 . Appliquant les lo- 
garithmes , nous aurons : 


d’où 


log 15000 = log a + 8 log 1,05 , 
log a = log 1 5000 — 8 log 1,05. 


Problème. Au bout de combien un capital, placé à intérêts com- 
posés et à 5 0/o , est-il doublé? 

a doit devenir 2a ; remplaçant, dans la formule (1) , A par 2a, 
on trouve 

2a = a (1,05)* ou 2 = (1,05)". 

On voit facilement que n n’est pas un nombre entier (150 . I.e 
capital ne se trouvera pas doublé exactement au bout d un nombre 
entier d’années ; supposons qu’il se trouve doublé dans l’inter- 
valle de la p iin,e à la (p + l) ié,ne année. Aiors (l,05) p < 2. 

(1,05)" < (1,05)" <(l,05) p+1 . 
p log (1,05) < n log 1,1,05) < (/>+ 1) log (1,05) , 

ou enfin , p < n < p + 1. 

Ainsi , la partie entière de l’expression en années du temps 
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cherché est la partie entière de la valeur du nombre n de l’équa 
tion 2 = (l,05) n . 

En appliquant les logarithmes à cette égalité, on trouvera le 
nombre d’années cherché n à moins d’une unité. 

Supposons qu’on ait trouvé 15 ans; on mettra 14 dans la for- 
mule (2) ; puis l’égalité 

2a (l,05)“^l + 0,05^) = a, 

P 

simplifiée , donnera la valeur de - ou de la fraction d’année com- 
plémentaire de 15. 

On trouverait de même le temps au bout duquel un capital est 
triplé, quadruplé, etc , acquiert une valeur donnée quel- 

conque. 

Annuités. 

231 . Problème. Un employé fait , chaque année , 600 fr. d’éco- 
nomies qu’il place chez un banquier, à intérêts composés , à 5 p. 0/o- 
Ayant pris sa retraite au oout ae 25 ans, il relire son argent pour 
acheter une maison , en y joignant ses économies de la dernière 
année. 

Combien possède-t-il en tout? (Placement par annuités.) 

L’intérêt de 1 franc pour un an est 0,05. La première somme de 
600 francs reste placée chez le banquier durant 24 ans; elle ac- 
quiert donc la valeur 600 (1,05)** ; formule (1) , page 230. 

La deuxième somme placée durant 23 ans devient 600 (1,05)”; 
la troisième somme id. , pendant 22 ans, devient 600 (1,05)”, et 
ainsi de suite. L’avant-dernier placement ne durant qu'un an , les 
600 fr. deviennent seulement 600 (1,05); le dernier ne rapporte 
aucun intérêt ; c’est 600 fr. 

La somme de toutes ces valeurs acquises au bout de 25 ans , 
dans leur ordre renversé, est donc 600 -)- 600 (1,05)-)- 600 
(1 ,05)’+. ..+600(1, 051” ou 600 (1 +1 ,05 +1,05)’+ (1 ,05)‘+. . . 
+ (1,05)”. La somme entre parenthèse est la somme des termes 
d’une progression par quotient dont le 1" terme est 1 , la raison 
1,05 et le nombre des termes 25. Faisons donc dans la formule , 
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S = 


«(/" — a 
q — \ 


a = 1, g = 1,05 et n = 25. 


(1 05) t! 1 

On en déduit S = ■ ■ ■ * ■ „ ; donc , l’employé possédera 


600 


(1,05)” — t 
+05 


0,05 

; on calcule (1,05)” par logarithmes. 


Le problème précédent est analogue à celui-ci , qui se résou- 
drait de môme. Un père verse chaque année, jusqu’à sa mort , la 
somme de 600 francs chez un banquier, ou à la caisse d’une com- 
pagnie , afin que ces sommes avec leurs intérêts composés à 
5 p. G/o soient remboursées à scs enfants après sa mort ; combien 
le banquier aura-t-il à payer, les placements ayant duré 19 ans? 


Un particulier emprunte 12000 fr. à condition de les rembourser 
en 12 annuités, c'est-à-dire , en 12 payements égaux effectués à la 
fin de chaque année qui s’écoule. Trouver la quotité a de l’annuité 
payée. 

Il est convenu qu’on tiendra compte des intérêts composés , à 
h p. 0/o, tant au créancier pour le capital, qu'au débiteur, à raison 
de l’anticipation des divers payements sur le terme de 12 ans. 

Si le débiteur ne payait absolument rien avant la fin de la 
douzième année , il devrait alors 12000 (1,05)”. Mais il donne au 
bout de la première année la somme a,- le créancier pouvant 
placer cette somme pendant 11 ans, peut être considéré comme 
recevant a X (1,05)“ à la fin de la douzième année ; de même la 
deuxième annuité de a fr. équivaut à un payement a (1,05)'° fait 
à la lin de la douzième année , et ainsi de suite. Tous les paye- 
ments partiels étant supposés transportés à la lin de la douzième 
année et augmentés de leurs intérêts comme nous venons de l’ex- 
pliquer, le créancier peut être considère comme recevant en une 
fois, à la fin de la douzième année : 


0(1,05)“ + 0(1,05)'°+ ... o(1.05) +«. 


Mettant a en facteur commun et renversant , nous trouvons 
qu'il a reçu : 

m 05 “ 1 

o(1 + l,05) + (1,05)*+..- + (1,05)'° + (1,05)“ =o *, 
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mais il doit recevoir 1200C (1,04)’*; donc, 

aL MÏ — = 12000 (1 ’ 04) ’ 

d’où on déduit a ; (1,04) 11 se calcule par logarithmes. 

V. en arithmétique, p. 334 (4 e édition), les applications des for- 
mules précédentes aux questions d’assurances sur la vie, tontines, 
rentes viagères. 

USAGE DE LA RÈGLE A CALCULS POUR LA MULTIPLICATION 
ET LA DIVISION. 

Description et vérification de la régie. 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que le lecteur a sous les yeux une 
règle à calculs, de Lenoir-Gravet , longue de 0“*t-,2S; de la l” division à la 
dernière. 

25Ü. La règle à calculs (règle logarithmique) est composée 
d’une réglette ou coulisse, qui peut glisser dans la rainure d’une 
autre règle plus large , plus épaisse et de même longueur, que 
nous appellerons la règle. 

L’extrémité de la coulisse est munie d’un petit bouton qui sert à 
la mouvoir. 

Les divisions supérieures de la règle forment deux échelles 
égales; la première est celle de gauche; la seconde, celle de 
droite (*). Les divisions des deux échelles sont identiquement les 
mêmes. 


(*) La moitié de la partie divisée de la règle, 0 ra >' l ,125 est prise pour unité 
pour construire les divisions de l’échelle; cette longueur, entre t et le premier 
10, représente log. 10. 

Divisioss.prixcipales. Cela posé, la longueur comprise entre 1 et 2 = 0",125 
Xlog2, et représente log 2; la longueur entre t et 3 = 0", 125 X log 3 , et 
représente log3j la longueur entre 1 et I = 0'“,125 X log 4 , et représente 
log 4 , etc... 

Subdivisions. La longueur comprise entre 1 et 1, 1 = 0,125 X log (1 , 1 ), et 
représente log (1, i); la longueur entre 1 et 1,2 = 0,125 X log (1, 2); elle re- 
présente log (1,2), etc... 

On mesure de même les intervalles qui marquent les centièmes. 

La longueur comprise entre 1 et 1,02 = 0", 125 X log (1,02); elle représente 
log (1,02), etc... 

Mais la longueur de la règle a seulement permis de marquer les centièmes 
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Les divisions supérieures ou inférieures de la coulisse sont 
égales aux divisions supérieures de la règle. 

On appelle curseur le premier 1 de la coulisse. 

Les divisions inférieures de la règle ou de la ligne des carrés 
ne forment qu’une échelle , qui a même longueur que les deux 
d’en haut. 

L’un des côtés de la règle est divisé en millimètres , afin qu’elle 
puisse remplacer le double décimètre dans la mesure des lon- 
gueurs. 

Sur le revers de la règle, on a imprimé quelques valeurs de 
mesures anciennes ou étrangères converties en nouvelles mesures 
françaises, et quelques nombres importants, utiles à connaître. 

VÉRIFICATION DE LA RÈGLE. 

255. Pour s’assurer si les divisions supérieures de la règle et 
celles de la coulisse sont bien espacées, il faut d’abord mettre le 
curseur sous le premier 1 de la règle , et examiner si toutes les 
divisions de la coulisse correspondent exactement aux supérieures 
de la règle; puis, amener le curseur sous le premier 10 de la règle, 
et voir si toutes les divisions dé la 1” échelle de la coulisse cor- 
respondent à celles de la 2' échelle de la règle. On peut aussi faire 
correspondre la 2 e échelle de la coulisse avec la l r * échelle de la 
règle , pour s'assurer de la coïncidence de leurs divisions. De 
celte manière, on s'assure que les échelles supérieures delà règle 
et celles de la coulisse ont la même longueur, et sont divisées les 
unes comme les autres. 

Quand le curseur est sous le premier 2 de la règle , il faut que 
les nombres 2, 3, U, 5, 6, etc., de la coulisse se trouvent sous U, 
6, 8, 10, 12, etc., etc., de la règle. Si on met le curseur sous le 
premier 3 de la règle, les mêmes nombres 2, 3 , U , 5, 6... de la 
coulisse seront sous fi, 9, 12, 15, 18... de la règle, etc. (*). 


de 2 en 2 entre les divisions principales 1 et 2, et de 5 en S, entre 2 et S. 
Sur les règles à calculs de 35 centimètres de long, on trace les divisions de 
centième en centième de t à 2 ; de 2 centièmes en 2 centièmes entre 2 et 3 , de 
5 centièmes en 5 centièmes entre 3 et 10. 

(*) V. le paragraphe suivant , n« 234, et la multiplication d’un nombre par 
2, 3, etc... 
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Enfin, quand le curseur est au-dessus de 1 d’en bas, il faut que 
les nombres 2, 3, U, etc., ainsi que 2, 5; 3, li, etc., de l’échelle 
inférieure de la règle correspondent à leurs carrés h, 9, 16, etc., 
6, 25 ; 11, 56, etc., sur les divisions inférieures de la coulisse, con- 
sidérées comme formant une seule échelle de 1 à. 100. 

Déterminer ^sur la règle V endroit qui correspond à un 
SOMBRE DONNÉ. 

234. Proposition générale. Le même endroit de la régie cor- 
respond à tous les nombres qui deviennent égaux, quand on met 
dans chacun la virgule décimale après le 1" chiffre significatif à 
gauche (*). 


C) Cette proposition résulte de ce que la demi-longueur de la règle, 0,t25 m *’ 1 - 
étant prise pour unité, la longueur comprise entre le n° 1 et un endroit quel- 
conque de la r* échelle de la règle est la représentation matérielle d’un des 
logarithmes de la talile de Callet, pris avec la caractéristique 0 (V. la note 
page 278); c'est la partie décimale d’un logarithme à caractéristique quelconque, 
représentée sous une forme sensible. Or les logarithmes de tous les nombres ci- 
dessus indiqués, n“ 371 , ont la meme partie décimale. 

Si on considère les deux échelles de la règle réunies comme n’en faisant 
qu’une, les longueurs mesurées entre le premier 1 et le second 10 repré- 
sentent les logarithmes des nombres de 1 à 100, pris avec leur caractéris- 
tique exacte. 

C’est ici qu’il faut remarquer ce qu’il y a d’ingénieux dans l’invention de la 
règle à calculs. 

La continuité de la longueur de la règle, parcourue du premier l au pre- 
mier 10, correspond à la continuité de la partie décimale du logaritlime d’un 
nombre qui varie lui-même d’une manière continue de 1 à 10; puis, en re- 
commençant, de 10 à 100 ; puis de même de lOo à 1000, etc. Ce nombre étant 
supposé évalué en décimales avec une approximation indéfinie , tous les loga- 
rithmes sont ainsi représentés, sauf la caractéristique, dont il n’y a pas à 
s’embarrasser. 

Au point de vue pratique, l’utilité de la règle il calculs est bornée unique- 
ment par l’impossibilité pour le calculateur, on pour l’artiste qui divise la 
règle, de distinguer deux longueurs dont la différence atteint un certain degré 
de petitesse. L’utilité de cette règle croit avec sa longueur; ainsi la règle de 
35 centimètres est un peu plus utile que celle de 25 centimètres; avec une 
grande règle comme on en voit dans les collèges et dans certains établisse- 
ments , on peut opérer sur les nombres ayant plus de 3 chifircs , à partir du 
premier significatif à gauche. 


Digitized by Google 


RkGLB A CALCULS. 237 

Ex. : Le même endroit de la règle correspond aux nombres 
3,47; 34,7; 347; 3470; 34700 ; etc. ; 0,347; 0,0347, etc. 

De là cette 1'* règle générale : 

255. Pour trouver l’endroit de la règle qui correspond à un 
nombre donné, commencez par mettre effectivement, ou par la pen- 
sée, une virgule décimale à la droite du 1" chiffre significatif à 
gauche du nombre donné ; puis cherchez l'endroit de la règle cor- 
respondant au nombre ainsi obtenu , comme nous allons l’indiquer 
pour les différents cas. 

1 er Cas. Le nombre donné n’a qu’un chiffre significatif. Ex. : 4. 
L’endroit correspondant de la règle est celui où est marqué le 
premier 4 (l r “ échelle supérieure de gauche). 

2° Cas. Le nombre donné a deux chiffres significatifs. Ex. : 4, 7. 
L’endroit correspondant est entre le 4 et le 5 de l’échelle de gauche, 
à la 7 e des divisions qui indiquent des dixièmes. 

3 8 Cas. Le nombre donné a trois chiffres significatifs. Ex. : 6, 73. 
On cherche l’endroit de 6,7 et celui de 6,8 (2 e cas) ; puis, au delà 
de 6,7, on prend les 0,3 de l’intervalle des 2 endroits susdits; au 
bout est l’endroit de 6,73 (*). 

fc Quand le 1" chiffre significatif est 1, on opère, par exception, 
comme il suit : Ex. : 1,76; on cherche le 7 e trait qui marque les 
dixièmes entre 1 et 2; puis, au delà , le 3 e des traits plus petits in- 
termédiaires entre le 7 e et le 8 8 dixième ( 3 , moitié de 6) ; ce 
3' trait marque l’endroit de 1,76. Si le 3 e chiffre était impair, ex. : 
1,77, on chercherait l’endroit de 1,76 et celui de 1,78 ; le milieu 
entre ces 2 endroits est l’endroit de 1,77. 

Quand le 1 er chiffre d’un nombre étant 2, 3, ou 4, le dernier est 5, 
ex. : 3,75, l’endroit est au petit trait marqué entre 3,7 et 3,8 
(2 e cas). 

3 

2 e Ex. : 4,08. Cherchez 4,05 ; puis, en plus, prenez les - de 

5 

l’intervalle compris entre 4,05 et 4,1. 

4 8 Cas. Le nombre donné a quatre chiffres significatifs. Ex. : 4,736. 


(*) Dès que le nombre a 3 chiffres , on commence à faire application de ce 
principe dont il a été question (Théorie de» logarithmes , et qui n’est pas tout 
à fait exact : la différence de deux logarithmes t arie dans le même rapport que 
la différence des nombres correspondants. 


Digitized by Google 




238 


COURS D’ ALGÈBRE. 


On cherche l’endroit de 4,73 et celui de 4,74 ( 3 e cas); puis, à 
partir de 4,73 , on prend les 0,6 ou les 3/5 de'l’iutervalle qui sé- 
pare 4,73 de 4,74; au bout est l’endroit cherché correspondant 
à 4,736. 

Ainsi de suite, on pourrait continuer indéfiniment de la môme 
manière; mais, pour rester dans la vérité pratique, hâtons-nous 
d’observer qu’avec la règle de 25 centimètres divisés , il est très- 
ditiicile d’avoir égard aux chiffres significatifs qui suivent les 3 pre- 
miers, à gauche, d’un nombre donué, excepté peut-être pour ceux 
qui commencent à 1 (et cela parce que l’intervalle entre 1 et 2 
est plus grand que les autres). 

On détermine de même l’endroit qui correspond à un nombre 
donné sur la règle de 35 centimètres divisés. 

L’application de la méthode de lecture ci-dessus devient d’au- 
tant plus facile , et s’étend d’autant plus que la règle à calculs est 
plus longue. 

256. Remarque. Tout ce que nous avons dit s’applique à la 
2 e échelle (celle à droite) , commençant au premier 10; seulement 
il faut alors faire abstraction de l'échelle de gauche, et lire 1 au 
lieu de ce premier 10 , au commencement de la T échelle. 

Lire le nombre qui correspond à un endroit déterminé de la règle. 

237. Ce qui va suivre s’applique, quelle que soit celle des deux 
échelles supérieures de la règle sur laquelle se trouve l’endroit 
considéré; seulement, si cet endroit est sur la 2 e échelle (celle de 
droite) , il faut lire 1 au lieu de 10 sur cette échelle, partir de ce 
numéro ainsi modifié comme si la 1" échelle n’existait pas , pour 
appliquer littéralement la méthode qui va être indiquée pour ré- 
soudre la question proposée. 

Pour plus de régularité , il conviendrait de mettre une virgule 
après le 1 er chiffre qui sera fourni par la méthode suivante ; de 
sorte que le nombre obtenu serait toujours compris entre 1 et 10; 
il serait ensuite facile , dans chaque question particulière , de 
passer de ce nombre à celui qui convient a la question. Mais cette 
virgule n’est pas absolument nécessaire ;*). 

(*) L’emploi de ccttc virgule est commode pour se rendre compte théorique- 
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1» A l'endroit considéré, il y a un numéro de la règle. Par 
ex. : 3. 

Ou écrit simplement ce numéro , c’est la partie significative du 
nombre donné; la valeur exacte de ce nombre, 3, ou 30, ou 
300 , etc..., ou 0, 3, ou 0,03, etc. , se détermine par les circon- 
stances de la question traitée {V. la multiplication et la division). 

2° A r endroit considéré , il y a un des traits qui marquent les 
DIXIÈMES. 

On écrit d’abord le numéro de l’échelle , qui se trouve immé- 
diatement à gauche de cet endroit donné; puis, à droite de ce 
chiffre , le nombre des dixièmes compris entre ce numéro et l’en- 
droit considéré. Les deux chiffres ainsi trouvés constituent la partie 
significative du nombre cherché ; par exemple , on a trouve 37 ; 
ou lira 37, ou 370, ou 3700, etc., ou 3,7, ou 0,37, ou 0,037; etc.; 
cela dépendra des circonstances de la question traitée [V. la mul- 
tiplication et la division. ) 

3° L'endroit considéré est entre 1 et 2 de l’une ou de l'autre 
échelle , cl à cet endroit , il y a un trait marquant les centièmes. 

On écrit d’abord 1; à droite, on met le nombre des dixièmes 
compris entre i et l’endroit considéré ; puis pour 3* chiffre le pro- 
duit de 2 par le nombre de petits traits de centièmes qui suivent 
le dernier dixième jusqu’à l’endroit considéré. Supposons que de 
cette manière on ait marqué 146; le nombre cherché sera 146, 
ou 1460, ou 14600, etc.; ou 14,6, ou 1,46; ou 0,146, ou 
0,0146 , etc., suivant les circonstances de la question traitée. 

4° L’endroit considère est entre 2 et à de l’une ou de l’autre 
échelle, et à cet endroit , il y a un trait marquant des centièmes. 

On écrit d’abord le numéro de l’échelle qui se trouve immédia- 
tement à gauche; à droite de ce chiffre, le nombre des dixièmes 
compris entre ce chiffre et l’endroit considéré ; puis enfin , le 
chiffre 5. Supposons qu’on ait ainsi obtenu le nombre 345 ; le 
nombre cherché est 345, ou 3450, 34500 , etc., ou 34,5, ou 
3,45, etc..., suivant les circonstances de la question proposée. 

5° A l’endroit déterminé , il n’y a aucun trait du division; on 


ment de ce que Von fait (Voir la note, page 230). C’est pour cela que nous 
l’avons employée dans la solution du précédent problème ; car dans celui-là 
aussi , on peut se passer à la rigueur de cette transposition de la virgule. 
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considère le trait qui , situé immédiatement à gauche , marque les 
dixièmes ; on écrit le nombre de 2 chiffres qui correspond à l’en- 
droit de ce trait (2°) ; puis on estime , à vue d’œil , combien de 
dixièmes de l’intervalle qui sépare les deux traits consécutifs de 
dixièmes, vaut l’intervalle compris entre le dernier dixième et 
l’endroit considéré. Ce nombre de dixièmes est un 3" chiffre à 
ajouter aux deux premiers indiqués. Si on a trouvé ainsi 347, on 
en déduira le nombre qui convient à la question comme dans les 
autres cas. Si l’endroit considéré était situé entre un numéro 
de la règle et le 1 er dixième suivant, il faudrait mettre 0 pour 
2" chiffre. 

Si le 1 er chiffre trouvé dans ce cinquième cas est 1 , on écrit 
pour 3*’ chiffre 2Xn-(-l , n étant le nombre de petits traits de 
centièmes comptés du dernier dixième à gauche de l’endroit con- 
sidéré jusqu’à cet endroit, si celui-ci est, à très-peu près, au milieu 
entre les deux traits de centièmes; autrement, on met après les 
deux chiffres trouvés un autre nombre de 2 chiffres exprimant en 
centièmes la fraction de l’intervalle des deux petits traits compris 
entre le premier de ces petits traits et l’endroit considéré (1/3 = 
0,33; 1/4 = 0,25; 1/5 = 1,20, etc.). 

Ou profite d’une manière analogue du petit trait qui se trouve 
entre 2 dixièmes consécutifs de 2 à 5 de l’échelle. 

Ainsi que nous l’avons déjà dit, la règle à calculs ne peut pas 
fournir plus de 3 chiffres à partir du premier significatif à gauche 
d’un nombre cherché, excepté peut-être pour les nombres qui 
commencent par 1 ; pour ceux-là , avec de l’habitude et de la 
précision dans la vue , on pourrait peut-être obtenir un 4 e chiffre 
à droite. 

Sur une règle à calculs plus grande , on pourrait marquer les 
centièmes d'après les logarithmes des nombres de trois chiffres, 
tels que log (1,27); avec cette règle ou déterminerait d’abord à 
première vue, et exactement 1, 2, 3 chiffres d’un nombre à partir 
du 1 er significatif à gauche , puis le 4' chiffre par le mode indiqué 
plus haut pour le 3 e . f 

Nous engageons les élèves à beaucoup s’exercer à la résolution 
des deux problèmes précédents analogues aux deux problèmes 
que l’on résout à l’aide des tables de logarithmes. 
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MULTIPLICATION 

Effectuée à l’aide de la règle à calculs. 

238. l re règle. On prépare les facteurs, au besoin, comme il 
est dit n“ 235. Cela fait on amène le curseur sous l’un des facteurs 
pris sur la l r ' échelle de la règle ; le produit se lit au-dessus de 
l’autre facteur pris sur la l r ' échelle de la coulisse (*). 

1 er Ex. : ii X 2. On amène le curseur sous le k de la règle 
(l rt ‘ échelle) ; au-dessus du 2' facteur 2 pris sur la 1 r " échelle de 
la coulisse , on lit 8 , qui est le produit demandé. 

On indique ainsi ce qui se passe dans cette opération : 


Règle ; ligne supérieure U x—S 

coulissse 1 2 


En mettant le curseur sous le 2, on trouve le produit 8 au- 
dessus du h de la coulisse. 

259. En retournant , bout pour bout , la coulisse (c’est-à-dire , 
en la faisant entrer dans la rainure par le bout opposé), et ame- 
nant , l’un sous l’autre , les facteurs pris sur la 1" échelle de la 
coulisse et de la règle, on lit ie produit au-dessus du curseur. 

Ce qui se passe dans cette opération peut se figurer ainsi : 

Règle ; ligne supérieure U x = ü 

coulisse retournée 2 1 ^ 

Nous suivrons préférablement la 1" règle 

T Ex. : 1,36 x 3. On amène le curseur sous l’endroit de 1,36 


(“) La longueur de la règle de 1 à l’endroit du curseur = log. du 1 er facteur ; 
la longueur de la même, du curseur à l’endroit du 2' facteur pris sur la cou- 
lisse = log. 2* facteur ; or log. 1" facteur 4- log. 2* facteur = log. produit. Donc 
à l’extrémité de ces deux longueurs , c’est-ii-dire , au-dessus du 2" facteur pris 
sur la coulisse, doit se lire le produit. 

('*) Longueur de la règle de 1 à l’endroit qui correspond au facteur 4 = log 4 ; 
de ce dernier endroit sur la coulisse jusqu’au curseur I , la longueur= log 2; 
sur la règle , de 1 à l’endroit du curseur; il y a log 4 + log 2 = log (4 X 2) ; on 
doit donc lire le produit au-dessus du curseur. 

16 
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(nous dirons sous 1,36). V. n° 235, 3 e cas; au-dessus du 3 de la 
coulisse, on lit 408 (n° 237, 5°). Le produit est 4,08. 


Règle ; ligne supérieure. . 
coulisse 


1,36 x=408 

i r ; 


1,36 X 3 = 4,08. 


3 e Iix.: 38X3. Lisez 3,8x3. Appliquant la 1" règle, on amène 
le curseur sous l'endroit 3,8 de la règle; ou lit, sur la 2 e échelle 
de la règle, au-dessus du 3 du curseur, 114 (n° 237 , 3°); c’est le 
produit; il n’y a pas de virgule à mettre. 

4 e Ex. : 0,78 X 4. Lisez 7,8 X4. Appliquant la l r ” règle, on 
lit sur la 2“ échelle de la règle au-dessus du 4 du curseur, 312 
(n 237 , 5“). A 1 inspection des facteurs, on voit qu’il faut 2 déci- 
males au produit; le produit demandé est donc 3,12. Eu égard à 
la règle qui fixe « priori la place de la virgule dans le produit 
des deux nombres donnés , il n’y aura jamais aucun inconvé- 
nient à transformer au besoin l’uu ou l’autre facteur, comme il 
est indiqué dans la règle du n° 335. 

240. Remarque tjénérale. Quand le curseur et le facteur, pris 
sur la même échelle de la coulisse , se trouvent tous deux sur la 
même échelle de la règle, le produit a autant de chiffres moins 1 
qu’il y en a dans les deux facteurs à la fois. Ex. : 23 x 4. 

Quand le curseur et le facteur, pris sur la même échelle de la 
coulisse, ne correspondent pas 4 la même échelle de la règle, le 
produit a autant de chiffres qu’il y en a dans les deux facteurs à la 
fois. Ex. : 23 X 6 (*). 


*1 


(■) Chaque facteur donné, transformé au besoin suivant la règle générale du 
n* 235 , a un seul chiffre à sa partie entière. 1" Ex. : 2,3 X 4 ; 2* Ex. : 2,3 X fi. 
La caractéristique du log. de chaque facteur est 0 ; l’un est pris sur la l r * échelle 
de la règle, l’autre sur la échelle de la coulisse. 

1 " Cas. Cela posé , si le produit est sur la 1" échelle de la règle , son log. a la 
caractéristique 0 ; la partie entière de ce produit n’a qu’un seul chiffre ; connue 
ce produit a d’ailleurs autant de chiffres décimaux que ses deux facteurs à la 
fois , il a autant de chiffres moins un que ses 2 facteurs. 

2 e Cas. Si , au contraire, le produit se lit sur la 2 e échelle de la règle, comme 
la somme des deux longueurs, log. du multiplicande plus log. du multiplica- 
teur, se compte, à partir du premier 1 de la règle , jusqu’à l’endroit de cette 
règle correspondant au multiplicateur pris sur la coulisse, il faut considérer 
celte longueur totale comme le logarithme du produit (ayant la caractéris- 
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Ceci est dit, abstraction faite de toute virgule décimale. Les 
deux cas que nous indiquons sont les seuls qui peuvent se présen- 
ter; on démontre donc ainsi, à l’aide de la régie à calculs, le 
principe énoncé en arithmétique, n° 24. 

Cette remarque a son utilité pratique , non pas quand la partie 
entière du produit doit avoir au plus autant de chiffres qu'en fournit 
la règle, mais quand elle doit en avoir davantage; auquel cas, on 
doit ajouter des zéros aux trois ou quatre chiffres fournis, au plus, 
par la règle. Connaissant par cette remarque le nombre des chif- 
fres du produit, et sachant d’ailleurs le nombre de ses chiffres 
décimaux, s'il en a, on connaît le nombre des chiffres de sa 
partie entière, et cela suQit pour qu’on écrive sa valeur , à moins 
d’une unité de l’ordre du dernier chiffre fourni exactement par la 
règle. 

Ex. : 237,48 x 51,4. L’emploi de la règle fournira le produit 
à moins d une demi-unité du 3 e chiffre , ou si l’on y met beaucoup 
de précision , à inoius d'une unité du 4° chiffre , de gauche à 
droite , et fera connaître que la partie entière du produit doit avoir 
cinq chiffres. 

Exemples. 


1° 3 , 5 X 5,5 = 19,25 


0, 35 X 45 = 15,75 


0,025 X 65 = 1,625 


l ligne supér 

I coulisse. . 
j ligne supér 

( coulisse. . 
j ligne supér 

I coulisse. . 


3,5 

x — 1925 

1 

5,5 

3,5 

1575 

1 

4,5 

2,5 

x— 1625 

1 

6,5 


Suivant notre méthode (237) pour lire le résultat sur la 
2 e échelle comme sur la première, on lira les produits précédents 
ainsi : 1925, 1575, 1625; on met alors la virgule à sa place, à 
l’inspe. ion des deux facteurs donnés. 


tiqup (Voir la note, page 23(1 , pour le cas où les échelles se continuent 
mutuellement). Le, log. du produit ayant la caractéristique t , ce produit a 
2 chiffres à sa partie entière, tandis que chaque facteur n'en a qu’un ; d’ailleurs 
le produit a autant de chiffres décimaux que ses deux facteurs; donc , etc... 
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DIVISION 


Effectuée à l’aide de la règle à calculs. 

244. Règle. On prépare le dividende et le diviseur suivant la 
règle du n" 235 : cela fait, on amène le diviseur pris sur la l r « échelle 
de la coulisse sous le dividende pris sur la 2* échelle de la règle ; le 
quotient se lit au-dessus du curseur (*). 

Ex. : 84 : 3. Lisez 8,4 : 3. 


Règle. Ligne supér. 
Coulisse. 


x— 28 8,4 

1 — 


84 : 3 = 28. 


2 e Ex. : 15,75 : 35. 


Règle. Ligne supér. 
Coulisse. 



1 - — 15,75 : 35= 0,45. 
3,5 


Le quotient étant trouvé , la considération de la virgule du di- 
vidende et du diviseur détermine la place de la virgule du quo- 
tient, s’il y a lieu [K les exemples ci-dessus et les suivants). 

242. Quand le diviseur pris avec autant de chiffres à sa partie 


(*) Quand on applique cette règle, il peut se présenter deux cas : 1” le divi- 
seur et le curseur pris sur la coulisse correspondent à la même échelle de la 
règle; 2" ils correspondent à deux échelles différentes. 

l* r Cas. 1a longueur comprise entre le premier 10 (1 de la 2* échelle), et le 
dividende = log. du dividende (avec la caractéristique 0) ; la longueur comprise 
entre le curseur et le diviseur situé sous le dividende = log. diviseur (caracté- 
ristique 0); la différence des deux longueurs , ou la longueur comprise entre le 
premier 10 et le curseur = log. du quotient (caractéristique 0) ; c’est pourquoi, 
à l’extrémité de cette dernière longueur, de droite à gauche, on lit le quotient 
au-dessus du curseur. 

2 e Cas. Dans ce cas, il faut supposer que les deux échelles n’en faisant qu’une, 
la longueur de la règle depuis 1 de la 1" échelle jusqu’au dividende = log. divi- 
dende (celui -ci ayant la caractéristique 1). Longueur de la coulisse du curseur 
au diviseur = log. divispur (caractéristique 0); la différence de ces deux lon- 
gueurs ou ia distance du n” 1 de la r* échelle au curseur = log. du quotient 
(caractéristique 0); on doit donc lire le quotient sur la 1 '* échelle de la règle au 
Bout de cette longueur, c’est-à-dire au-dessus du curseur. 
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entière que le dividende , est moindre que celui-ci, on peut encore 
opérer comme il suit : 

On amène le diviseur pris sur la l r * échelle de la coulisse sous le 
dividende lu sur la l' e échelle de la règle. Le curseur est alors sous 
le quotient. 

On peut le faire pour notre 1 er Ex., 84 : 3. On ne peut pas le 
faire pour le second. La raison en est évidente. 

A la première règle, comme règle générale, on peut substituer 
celle-ci : 

245. Règle. Retournant, bout pour bout, la coulisse, on amène 
le curseur sous le dividende , pris sur la 2 e échelle de la règle ; le 
quotient se lit au-dessus du diviseur pris sur la 1" échelle de la 
coulisse (*). 

1 er Ex. : 84 : 3. 


Règle. Ligne supér. 

x= 28 

84 

Coulisse retournée. 

3 

1 

2 e Ex. : 15,75 : 35. 

Règle. Ligne supér. 

x=U5 

15,75 

Coulisse retournée. 

3,5 

1 


Cette dernière règle est avantageuse quand le même nombre 
doit être divisé par plusieurs autres. 

Ex. : Soit 36 à diviser successivement par 2, 3, 4, 6, 9. 
Retournant la coulisse, on amène le curseur sous le dividende 
36 ; ce simple mouvement effectué , aux diviseurs donnés lus sur 


(*} Cette règle se démontre comme l’autre; on considère les deux mêmes 
cas. 

1" Cas. Longueur sur la 2* échelle du premier 10 (lisez 1) au dividende — log. 
divid. {avec la caractéristique 0). Cette longueur se décompose en 2 parties,... 
une I" longueur log x = (caractéristique 0)depuis le premier 10 jusqu’à l’en- 
droit situé au-dessus du diviseur pris sur la coulisse; une 2« longueur = dist. 
du diviseur au curseur = log du diviseur (caractéristique 0); log x + log. divi- 
seur = log. dividende; donc log® — log. quotient. 

2* Cas. Les deux échelles se continuant, longueur de I au dividendes log. 
divid. (avec la caractéristique i); celle longueur se décompose en 2 parties 
(à rebours): longueur du curseur au diviseur = log. divis. (avec la caractéris- 
tique 0; , plus une longueur depuis le diviseur jusqu’à 1 de la 1" échelle = log x 
caractéristique 0) ; donc , etc. 
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la coulisse correspondent respectivement sur la ligne supérieure 
de la règle les quotients cherchés. 

Règle Ligne supér. 4 6 9 12 18 36 

Coulisse retournée. 9 6 4 3 2 1 

Nous pouvons faire une remarque utile quant au nombre des 
chiffres du quotient. 

244. Remarque. Quand le curseur et le diviseur pris sur la 
même échelle de la coulisse correspondent à la même échelle de 
la règle, le dividende ( produit ) a autant de chiffres moins un qu’il 
y en a dans le diviseur et le quotient à la fois (abstractiou faite de 
toute virgule). Quand le curseur et le diviseur pris sur la même 
échelle de la coulisse correspondent à deux échelles différentes , 
le dividende (produit) a autant de chiffres que le diviseur et le 
quotient à la fois. Connaissant le nombre des chiffres du dividende 
et du diviseur, on déduit de cette remarque, dans les deux cas, 
le nombre des chiffres du quotient. 

Cette remarque est la conséquence de celle qui a été faite n° 240, 
après la règle de multiplication ; elle est utile dans le cas qui a 
été indiqué alors. 

24 <î. Application. Convertir une fraction ordinaire en fraction 
décimale. 

On sait qu’il faut diviser le numérateur par le dénominateur. 
Ex. : Convertir 3/16 en fraction décimale. 

On amène le diviseur 16 (lisez 1,6), pris sur la coulisse, sous le 
dividende 3, pris sur l’une des échelles de la règle, n» 241 ; puis 
on lit le quotient sur la règle au-dessus du curseur. On lit très- 
facilement 1875 (*); comme il est évident «4 l’inspection de la frac- 
tion donnée, que le premier chiffre décimal est celui des dixièmes, 
on écrira 0,1875. 

2 e Ex. : Convertir 1/367 en décimales. 


(*) 1“ Le numéro de la règle qui précédé le curseur est I ; 2° de I au curseur 
il y a 8 traits de dixièmes; 3“ du 8' trait de dixièmes au curseur, U y a 3 traits 


de 2 centièmes, plus - + - de 2 centièmes =7,5 centièmes, ce qui donne bien 
2 4 

1875, abstraction faite de toute virgule. Pour leï* exemple, la lecture est aussi 
facile. 
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On amène le diviseur 367 (lisez 3,67) sous ie dividende 1 
(2 e échelle) (lisez 10); puis on lit le quotient sur la règle, au- 
dessus du curseur; on lit aisément 272 ; à la simple inspection de 1 
suivi de trois zéros, on voit que la fraction décimale doit com- 
mencer aux millièmes; on écrira donc 1/367 = 0,00272. 

Le premier résultat peut n’Gre qu’approché , à moins d’une 
unité du 4 e chiffre significatif, et le deuxième , seulement à moins 
d’une unité du troisième. 

246. Quand on veut employer la règle à calculs pour la mul- 
tiplication ou la division de nombres fractionnaires, on commence 
par convertir ceux-ci en nombres décimaux ; puis on opère sur 
ces nombres décimaux. 

On peut traiter le problème ci-dessus, n° 245, à l’aide des 
tables de logarithmes. 

41 

Convertir — — en décimales à l’aide des logarithmes. 


, 41 X 10" , 

log — = log 41 — log 145 + n. 


145 

log 41 = 1,6127838; log 145 : 
n = 1 suffît n = 1 


: 1,1613680. 


n-flog 41=2,6127838 
log 145 =* 2,1613680 


log IOj =0,4514158 
10j= 2,827586. 
x~ 0,2827586. 


Convertir — en décimales. 
00 / 


On prend ici 


n 

1000x = 


3, 

1000 

367' 


log 1000a' =3— log 367 = 0,4353339. 
1000.r = 2,7248. 
x = 0,0027248. 


FIN. 


Pari*. — Imprimé par E Thünot et C«, 26, roe Racine. 
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